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　 　 摘　 要： 在基于变密度法的传统结构基频拓扑优化中，会遇到局部模态的现象。 根据实体材料阈值提取

实体材料区域，有限元分析被限制在实体材料中进行，避免了局部模态的出现。 利用图形学的膨胀算子扩展出

实体材料的虚拟边界，并利用滤波器将实体材料的敏度延拓至虚拟边界，根据敏度实现被移除材料的重现。 动

态设计域由实体材料和虚拟边界构成，并在迭代过程中根据背景网格信息动态重构设计域和有限元模型。 此

外，对于优化过程中可能出现的孤岛和非流形点等不稳定结构，通过火烧法识别并将其从实体材料中删除，进
而稳定优化过程。 所提方法被集成到 ＣＯＭＳＯＬ 软件中，并通过几个数值算例，证明了所提方法的有效性。 结果

表明，所提方法能够有效的避免局部模态问题，获得稳定的收敛解。
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　 　 拓扑优化［１］是指在满足一定约束的前提下，在设计域内

寻找材料的最佳分布使结构性能最优。 在过去的几十年里，
拓扑优化获得了研究人员的广泛关注，并形成了诸如固体各

向同性材料惩罚法 （Ｓoｌｉｄ Ｉｓoｔｒoｐｉｃ Ｍａｔｅｒｉａｌ ｗｉｔｈ Ｐｅｎａｌｉｚａｔｉoｎ，

ＳＩＭＰ） ［２］ 、渐近结构优化法 （Ｅｖoｌｕｔｉoｎａｒｙ Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ Ｏｐｔｉｍｉｚａ⁃

ｔｉoｎ， ＥＳＯ） ［３］ 、水平集法 （Ｌｅｖｅｌ Ｓｅｔ⁃ｂａｓｅｄ Ｍｅｔｈoｄ， ＬＳＭ） ［４］和

移动变形组件法 （Ｍoｖｉｎｇ Ｍoｒｐｈａｂｌｅ Ｃoｍｐoｎｅｎｔｓ， ＭＭＣ） ［５］等

优化方法，并成功应用在了机械工程、建筑设计、航天工程等

领域［６ － ８］ 。

ＳＩＭＰ 方法是最广泛使用的优化方法之一。 该方法将设

计域内所有单元的相对密度作为设计变量，其取值在 ０ 到 １
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之间，去描述给定设计域内的结构。 在 ＳＩＭＰ 法中，设计域的

网格在迭代过程中保持不变。 为了描述单元对目标函数的

贡献，有限元的分析域定义在固定的设计域上，即使有些低

密度区域可能代表着孔洞。 然而，在基于 ＳＩＭＰ 方法的动力

学拓扑优化中，这种设置会导致出现数值问题，即实体材料

的运动形式在低频下被低密度区域的局部振动所替代，这一

现象被称为局部模态［９］ 。
许多前期的研究工作都致力于解决局部模态问题。

Ｐｅｄｅｒｓｅｎ［１０］指出局部模态出现的原因是低密度区域的刚度

相对于质量过低，并提出可以通过调整低密度区域刚度和质

量的惩罚来避免这一问题。 Ｓｔoｌｐｅ ａｎｄ Ｓｖａｎｂｅｒｇ［１１］ 提出材料

属性有理近似的插值模型 （Ｒａｔｉoｎａｌ Ａｐｐｒoｘｉｍａｔｉoｎ oｆ Ｍａｔｅｒｉａｌ
Ｐｒoｐｅｒｔｉｅｓ， ＲＡＭＰ），被证明可以有效避免人工局部模态［１２］ 。
Ｔｃｈｅｒｎｉａｋ［１３］将低密度区域的质量设置为零，但这会导致特

征频率的高估。 Ｄｕ 和 Ｏｌｈoｆｆ［１４］提出了低密度区域质量矩阵

的连续插值模型，以避免数值奇异性。 Ｈｕａｎｇ 和 Ｘｉｅ［１５］ 提出

了一种调整的 ＳＩＭＰ 模型，并将其应用于基于 ＢＥＳＯ 方法的

特征频率优化。 Ｇａo 等［１６］ 提出了移频与虚假模态识别相结

合的方法去确定结构的真实模态。 Ｂｒｕｎｓ ａｎｄ Ｔoｒｔoｒｅｌｌｉ［１７］ 提
出将低密度区域从有限元分析中移除，并利用线性密度滤波

的延拓能力将被移除的低密度单元重新引入。 这种方法间

接的消除了局部模态，但是重新引入被移除材料的能力不

足。 Ｂｅｈｒoｕ 等［１８］ 改进了 Ｂｒｕｎｓ 的方法，提出使用 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ
投影方法 （Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ Ｐｒoｊｅｃｔｉoｎ Ｍｅｔｈoｄ， ＨＰＭ） 增强材料引

入的能力，使其更快并且适合更复杂的问题。 Ｌｕo 等［１９］ 提出

了一种基于移动等面阈值 （ Ｍoｖｉｎｇ ＩＳＯ⁃ｓｕｒｆａｃｅ Ｔｈｒｅｓｈoｌｄ
ｍｅｔｈoｄ， ＭＩＳＴ） 的新算法，在该方法中，基于动态确定的阈值

去将低密度单元从有限元分析中移除，并基于全部单元构造

的响应函数，使被移除的单元能够重现。
传统的拓扑优化需要大量的编程工作来实现并进行数

值分析，如有限元分析和灵敏度分析等。 伴随着计算机领域

的发展，基于 ＣＯＭＳＯＬ、ＡＢＡＱＵＳ 等商业有限元软件的二次

开发功能去实现拓扑优化受到研究人员的广泛关注，并逐渐

成为一种重要的研究方式［２０ － ２２］ 。 这种研究方式通常需要将

有限元软件与 ＭＡＴＬＡＢ、Ｐｙｔｈoｎ 等编程软件联合使用，借助

有限元软件强大的求解能力，完成正问题（即有限元求解）的
分析，并将数据传递至编程软件，进而完成反问题（即优化问

题）的计算。
基于上述的研究工作，本文提出一种改进的消除局部模

态的方法。 该方法仅考虑实体材料，并且有限元分析仅在实

体材料区域进行，进而避免局部模态现象。 进一步地，利用

图形学的膨胀算子扩展实体材料的虚拟边界，体积约束被定

义在实体区域和虚拟边界上，进而使被删除的材料能够更容

易地被重新引入优化过程。 此外，我们利用火烧法处理了优

化过程中可能出现的非流形点、孤岛等不稳定结构。 最后，
搭建了所提方法的拓扑优化计算框架，并将其集成在了

ＣＯＭＳＯＬ 软件中。 对于连续体结构的基频最大化拓扑优化

问题，通过二维和三维的数值算例验证了所提方法的有

效性。

１　 结构基频最大化拓扑优化列式
１． １　 拓扑优化模型和材料插值模型

在动力学拓扑优化中，一个经典的问题是最大化线弹性

结构的基频，这一经典问题在防止工程结构发生低频共振上

有着重要应用。 考虑无阻尼的情况，则该优化问题可以被

写作：

ｍａｘ
ρ１，…，ρＮ
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（１）

式中：λ１ 和 ｆ１ 分别是线弹性结构的一阶特征值和基频；ϕ１ 是

相应的特征向量；Ｋ 和 Ｍ 是对称且正定的全局刚度矩阵和

质量矩阵；设计变量 ρｅ 是第 ｅ 个单元的相对密度，Ｖｅ 代表第

ｅ 个单元的体积分数，Ｖ０ 是许可设计域的全部体积，α 是体积

分数；ρｍｉｎ是设计变量的最小值，用来代表孔洞单元，为避免

刚度矩阵奇异，通常被取为 ０． ００１。
本文采用 ＳＩＭＰ 插值模型，表达式为：

Ｅ ＝ ［Ｅｖ ＋ ρｐｅ（Ｅｓ － Ｅｖ）］

ρ ＝ ［ρｖ ＋ ρｅ（ρｓ － ρｖ）］
} （２）

式中：Ｅｖ 和 ρｖ 分别是空洞单元的杨氏模量和密度；Ｅｓ 和 ρｓ
分别是实体单元的杨氏模量和密度；ｐ 是惩罚因子。
１． ２　 灵敏度分析和过滤

为了方便，本文仅考虑单重特征值的情况。 对式（１） 中

控制方程直接微分，得到λ１ 相对于设计变量的灵敏度为：
∂λ１

∂ρｅ
＝ϕＴ

１
∂Ｋ
∂ρｅ

－ λ１
∂Ｍ
∂ρｅ( )ϕ１ （３）

根据链式法则得到 ｆ１ 相对于设计变量的灵敏度为：
∂ｆ１
∂ρｅ

＝ １
４π λ１

∂λ１

∂ρｅ
（４）

本文采用敏度滤波［２３］的方法去避免优化过程中可能出

现的棋盘格模式和网格依赖性等数值不稳定现象，过滤后的

灵敏度为：

∂ｆ１
∂ρｅ

＝
∑
ｉ∈Ｎｅ

ｗ（ｘｉ）ρｉ
∂ｆ１
∂ρｉ

ｍａｘ（１０ －３，ρｅ）∑
ｉ∈Ｎｅ

ｗ（ｘｉ）
（５）

式中：Ｎｅ 是由过滤半径 ｒｍｉｎ确定的单元 ｅ 的邻域集合，由方程

（６） 表示。 ｘｉ 是单元 ｉ 的中心坐标，ｗ（ｘｉ）是由方程（７） 给出

的权重函数。
Ｎｅ ＝ ｛ ｉ ｘｉ － ｘｅ ≤ｒｍｉｎ｝ （６）
ｗ（ｘｉ） ＝ ｒｍｉｎ － ｘｉ － ｘｅ （７）

２　 基于动态设计域的拓扑优化方法
本文所提方法使用了额外的一个网格，即背景网格，用

来存储全部设计域中的单元、单元节点和设计变量的信息。
许多研究表明［２４］ ，在 ρｅ≤０． １ 的低密度区域会出现局部模
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态。 因此，本文以 ρｔｈ ＝０． １ 作为设计域的分区阈值，从背景网

格中提取出拓扑的实体材料区域，如图 １ 所示，其中单元的灰

度表示设计变量的大小，红色轮廓代表 ρｔｈ ＝０． １ 的阈值线。

▲图 １　 提取背景网格中的实体材料

２． １　 不稳定结构的处理

在拓扑优化过程中，实体材料区域中有时会存在一些不

稳定的结构， 如孤岛 （ Ｉｓｌａｎｄ） 和非流形点 （ Ｎoｎｍａｎｉｆoｌｄ
ｐoｉｎｔｓ） ［２５ － ２７］ ，如图 ２（ａ） 所示。 这种结构局部刚度很弱，会
使实体区域的整体结构不稳定，进而导致在求解特征值时会

出现数值问题。 因此，这两种结构在优化中应该被删除，如
图 ２（ｂ）所示。

▲图 ２　 去除实体材料中的不稳定结构

火烧法是一种基于单元邻接关系提取结构子域信息的

算法，需要根据单元的点、线或面的邻接关系建立邻接矩

阵［２８］ 。 在本文中，我们根据单元的线 （二维） 或面 （三维）
的邻接关系建立邻接矩阵，进而通过火烧法获得实体区域的

子域信息 Ｓ ＝ Ｓｎ ｜ ｎ ＝ １，２，…{ }。 如果子域 Ｓｉ中包含负载或

受约束的单元，则被认为是实体区域中的主结构 ＳＭ；否则为

不稳定的结构 ＳＵ。 进一步地，将 ＳＵ中所有单元的设计变量

赋值为 ０，以将其从实体区域中删除。 表 １ 给出了这一过程

表 １　 不稳定结构的处理算法

Ａｌｇoｒｉｔｈｍ １
１． 实体材料的单元集合 Ｓ，所有背景网格单元的节点编号 Ｆａｃｅ，边
界条件对应的单元节点编号 ＩＤ＿ＢＣ。
２． 根据 Ｓ 中单元的邻接关系建立邻接矩阵 Ａ，若单元 ｉ 与单元 ｊ 邻
接，则 Ａ 中元素 ａｉｊ ＝ １，否则 ａｉｊ ＝ ０。
３． 火烧法提取实体材料的子域信息 Ｓ ＝ ｛Ｓ１，Ｓ２，…，Ｓｎ｝，Ｓｎ 包含了
子域的所有单元编号。
４． ｆoｒ ｉ ＝ １：ｎ
５． 提取子域 Ｓｉ 中所有单元的节点编号 　 ＩＤｓ
６． 　 　 　 ｉｆ ＩＤｓ ∩ ＩＤ＿ＢＣ ≠ Ø
７． 　 　 　 　 　 则 Ｓｉ 被认为是主结构，ＳＭ ＝ ＳＭ ∪ Ｓｉ

８． 　 　 　 ｅｌｓｅ
９． 　 　 　 　 Ｓｉ 为不稳定的结构，令 ρｅ ∈ Ｓｉ →０，将其从实体区域中
删除。且 ＳＵ ＝ ＳＵ ∪ Ｓｉ。
１０． 　 　 　 Ｅｎｄ
１１． 更新实体材料信息，Ｓ ＝ ＳＭ

１２． Ｅｎｄ

的伪代码。
２． ２　 虚拟边界的定义

在该方法中，我们将体积约束定义在全部设计域上，而
将有限元分析定义在实体材料区域，以避免可能出现的局部

模态。 为了增加单元的引入能力，在每一次迭代中，利用图

形学的膨胀算子，扩展出实体材料的虚拟边界，并以 ０． ００１
的设计变量值被引入优化。 图 ３ 展示了由一层单元构成的

虚拟边界。

▲图 ３　 实体材料与虚拟边界

▲图 ４　 利用滤波器将实体材料的

灵敏度延拓至虚拟边界

动态设计域由实体

材料和虚拟边界构成，
并在每次迭代中更新。
虚拟边界上，目标函数

对设计变量的灵敏度信

息利用滤波器从实体材

料边界处延拓得到，如
图 ４ 所示。 设计变量的

更新采用基于梯度的算

法， 如 移 动 渐 近 线 法

（Ｔｈｅ Ｍｅｔｈoｄ oｆ Ｍoｖｉｎｇ
Ａｓｙｍｐｔoｔｅｓ， ＭＭＡ） ［２９］ 。
２． ３　 拓扑优化实现流程

根据上述的讨论，本文所提方法被概述如图 ５ 所示，优
化流程如下：

（１） 定义初始设计域和背景网格，初始化优化参数。
（２） 获取优化初始值，提取背景网格和边界条件信息。
（３） 根据分区阈值 ρｔｈ ＝ ０． １ 提取实体区域，处理不稳定

的结构。
（４） 重构实体材料的有限元模型，并利用膨胀算子获得

其虚拟边界。 分别提取相应单元对应的设计变量。
（５） 有限元分析和灵敏度分析，其中有限元分析仅被定

义在实体材料上，而体积约束被同时定义在实体材料和虚拟

边界上。
（６） 灵敏度过滤。
（７） 采用 ＭＭＡ 更新设计变量。
（８） 如果收敛则停止优化，否则进行下一步。 本文的收

敛条件为：
ｘk ＋ １
ｅ － ｘk

ｅ ¥≤ε （８）
式中：ε 为收敛容差，本文取 ０． ０１。 为避免无休止的迭代，本
文设置了最大迭代次数 ｍａｘＩｔｅｒ。

（９） 将更新的设计变量传递并存储至背景网格，并重复
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步骤 （１） ～ （９）。
优化流程图如图 ５ 所示。

▲图 ５　 优化流程

３　 数值算例
分别采用二维和三维的算例验证所提方法的有效性，其

中实体材料弹性模量 Ｅｓ ＝ ２ × １０１１ Ｐａ，空洞材料弹性模量

Ｅｖ ＝ １ × １０ － ９ Ｐａ，实体材料密度 ρｓ ＝ ７ ８５０ ｋｇ ／ ｍ３，空洞材料密

度 ρｖ ＝ １ × １０ － ９ ｋｇ ／ ｍ３，泊松比 υ ＝ ０． ３３。 实体材料阈值 ρｔｈ ＝
０． １，虚拟边界由两层单元构成。 本文所有算例均在 ＣＯＭ⁃
ＳＯＬ 的二次开发环境下完成。 算例 １ 验证了所提方法能有

效避免局部模态，算例 ２ 验证了其在三维下的有效性。
３． １　 ２Ｄ 固支梁

算例 １ 为典型的二维固支梁拓扑优化问题，初始最大设

计域为 ８ ｍ × １ ｍ 的矩形。 两端受到固定约束，中心处被放

置一个大小为 Ｍ０ ＝ ６ ２８０ ｋｇ 的集中质量，如图 ６ 所示。 整个

结构被划分为 １６０ × ２０ 个正四边形网格。 材料体积分数为

初始设计域的 ５０％ ，过滤半径为 ０． １ ｍ，ＳＩＭＰ 惩罚参数为 ３，
优化最大迭代步 ｍａｘＩｔｅｒ ＝ １００。

▲图 ６　 两端固支梁的几何模型和初始网格模型

图 ７ 分别给出了优化停止时的最终拓扑和相应的模态。
从图 ７（ａ） 中可以看到，当不考虑实体材料时，最终拓扑

▲图 ７　 两端固支梁的优化结果与一阶模态

中存在大量的中间密度，且对应的模态中存在 ６ 处明显的局

部模态（用黑色圈出）。 图 ７（ｂ） 给出了仅考虑实体材料的

结果，可以看出，最终拓扑的收敛性相比于不考虑实体材料

得到了很大的提升，且对应的模态中不存在局部模态。 值得

注意的是由于优化仅在 ρｔｈ ＞ ０． １ 的区域中进行，因此，即使

最终拓扑中存在部分中间密度，仍能获得一个清晰的几何构

型，而相应的模态反应了该构型的动态特性。
图 ８ 给出了优化的迭代历史。

▲图 ８　 两端固支梁的基频和体积分数的迭代历史

当不考虑实体材料时，最终拓扑的基频为 ９． ３１ Ｈｚ，但是

由于反复出现的局部模态，优化过程存在明显的振荡，并导

致优化提前终止。 当考虑实体材料时，在有限元分析中逐渐

移除低密度单元，避免了局部模态的出现，最终拓扑的基频

为 １０． ５５ Ｈｚ。 由于低密度区域的移除，体积分数降低至

０． ４７５。
３． ２　 ３Ｄ 梁结构

该算例为三维梁结构，初始最大设计域为 ３ ｍ × １ ｍ ×
１ ｍ 的矩形。 左右两端加粗的上下边受到固定约束，上表面
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中心处的红色区域被放置一个大小为 Ｍ０ ＝ １１ ７７５ ｋｇ 的集中

▲图 ９　 三维梁结构的几何模型

质量，如图 ９ 所示。
整个结构被划分为

２０ × ２０ × ６０ 个正六

面体网格。 材料体

积分数为初始设计

域的 ２０％ ，过滤半径

为 ０． １ ｍ，ＳＩＭＰ 惩罚

参数为 ４，优化最大迭代步 ｍａｘＩｔｅｒ ＝ ３００。
图 １０ 给出了优化的迭代历史和不同迭代步的输出

拓扑。

▲图 １０　 三维梁结构的基频、体积分数和结构演化的迭代历史

结果表明，在 ２５ 步之前，拓扑的演化主要体现为底部和

两侧单元的删除。 在 ２５ 步之后，拓扑构型的变化很小，基频

的提高主要由于设计变量趋向于“１”导致。 根据迭代曲线可

以看出，所提方法在三维问题中仍有很好的鲁棒性和收敛

性。 该算例在 Ｉｎｔｅｌ Ⓒ ＣoｒｅＴＭ ｉ９ － １０９００Ｋ ＣＰＵ ＠ ３． ７０ ＧＨｚ，
４８ ＧＢ oｆ ＲＡＭ， Ｗｉｎｄoｗｓ １０ （６４ － ｂｉｔ × ８６）的台式机上运行，
表 ２ 给出了图 １０ 中不同迭代步的计算时间。 结果表明，随
着优化的进行，设计域逐渐缩减，计算时间也逐渐减少，第
１００ 步相对于第 ５ 步减少了 ３８％ 。

表 ２　 不同迭代步的计算时间

迭代步 ５ １５ ２５ ５０ １００ ３００

计算时间 ／ ｓ ２９． ５ ２０． ０ １９． ０ １８． ５ １８． ３ １８． ０

图 １１ 给出了三维梁结构的最终拓扑。 将显示单元密度

阈值取为 ０． ８，得到的最优结构如图 １１（ｂ） 所示，该结构的

基频为 ７３． ８６ Ｈｚ，所对应的一阶模态如图 １２ 所示。

▲图 １１　 三维梁结构的最终拓扑

▲图 １２　 最优结构的一阶模态

４　 结论
基于 ＳＩＭＰ 框架的传统拓扑优化方法在固定设计域上进

行，在处理如结构基频最大化等动力学问题时会遇到局部模

态的现象，这会严重干扰优化过程。 为了避免这一现象，本
文提出了基于动态设计域的结构拓扑优化方法。 该方法仅

考虑拓扑的实体材料部分，其根据阈值从背景网格中提取，
并利用膨胀算子获得实体材料区域周围的虚拟边界。 动态

设计域由实体材料区域和虚拟边界组成，并在每次迭代中重

构。 有限元分析和目标函数的灵敏度分析被限制在实体材

料区域中，避免了局部模态的出现。 目标函数的灵敏度通过

滤波器延拓至虚拟边界，同时体积约束被定义在动态设计域

上。 设计域拓扑的更新依赖于梯度信息，而得益于虚拟边界

的动态更新，被删除的材料能够容易地被重新引入优化。 结

果表明，所提方法能有效避免局部模态现象，并获得合理的

结构。
拓扑优化的价值不仅仅体现在最终的拓扑构型上，优化

过程中拓扑的演化信息同样值得关注。 对于三维问题，材料

布局的演化往往出现在设计域的内部。 所提方法的输出结

果仅为实体材料，这允许设计者能够更直观的获取优化过程

中拓扑变化的信息，从而获得更多的设计灵感。 此外，由于

有限元计算域的减小，该方法的计算效率得到了显著提升，
对于大规模问题有潜在的应用价值。
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