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摘要：为解决偏置铰链并联机构工作空间难以直观评估和设计的问题，基于构型参数对其工作空间

进行灵敏性分析，提出了一种工作空间寻优方法。 首先，以 ６⁃ＲＲＲＰＲＲ 构型并联机构为研究对象，
推导出该机构的逆向运动学和雅可比矩阵；然后，基于数值法建立了机构的工作空间，针对位置工

作空间不规则的问题，获取了其有效工作空间，在此基础上，对机构工作空间进行了参数灵敏性分

析；最后，结合工程实例提出了一种工作空间寻优方法，可以依据设计条件寻找符合机构运动要求

的构型参数组合，便于工程应用。
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０　 引言

与串联机构相比，并联机构具有结构紧凑、刚度
高、承载能力强、无累积误差、运动精度高等优点［１］，并
联机构在各种方面弥补了串联机构的缺点，已成为当
下研究与应用的热点［２］。 并联机构的构型形式有 ６⁃
ＵＰＵ、６⁃ＳＰＳ、６⁃ＵＰＳ 以及 ６⁃ＵＣＵ 等，其中 Ｕ、Ｐ、Ｓ、Ｃ 代表
虎克铰、移动副、球铰、圆柱副［３］。 当前并联机构性能
正向着高稳定性与高刚度发展，尤其在军工、天文等领
域的光学望远镜进行高质量成像时，高精密的并联调
整机构对其次镜系统的位姿调整尤为关键［４］。 铰链作

为并联机构中的关键部件，其决定了并联机构的整体
刚度与精度性能的优劣，球形铰链由于其运动间隙较
大使得球形铰链的可应用领域受到限制，相比球铰而
言，虎克铰的刚度以及精度得到了提升，但虎克铰工作
空间相比球铰会变小且虎克铰的十字交叉轴的加工难
度也较大，这使得虎克铰存在了明显的缺点。 为了优
化虎克铰的工作空间，同时进一步提升铰链的刚性，
ＧＬＯＥＳＳ 等［５］ 提出了偏置虎克铰链，偏置铰链由于其
转动空间大、刚度性能更加优异的特点，使得 Ｈｅｘａｐｏｄ
并联机构具有更好的刚度、稳定性和运动能力。 目前，



偏置铰链并联机构的应用已经非常广泛，如 Ｈｅｘａｐｏｄ
平台［６］ 采用了偏置铰链的形式，ＹＵ、ＨＡＮ 等［７⁃８］ 针对
空间光学望远镜的高质量成像研制了多款基于偏置铰
链的并联机构，孙佳霖［９］也研制了一款基于大型望远镜
次镜系统的轴偏置虎克铰型 Ｈｅｘａｐｏｄ 平台实验样机，此
外包括一些定制的平台大都采用偏置铰链的结构形式
并且已投入到军工、商业、天文等领域中使用，可见偏置
铰链并联机构具有十分广阔的应用前景，因此对偏置铰
链并联机构的运动性能进行分析与研究显得尤为重要。

工作空间是评价并联机构运动能力的重要性能指
标［１０］。 优化和设计工作空间可以改善机构的运动性
能，因此，对其进行研究十分必要。 刘秀莹等［１１］ 提出
了一种具有高匹配度踝关节串联拟合模型，并采用遗
传算法对工作空间进行优化。 于金山等［１２］ 计算了并
联机构针对在轨装配任务时的力螺旋可行工作空间，
以工作空间体积为指标筛选出了最佳构型。 武晓轩
等［１３］以 ２ＵＵ⁃ＵＰＵ 并联机构为对象，分析了结构参数
对工作空间体积的影响曲线。 杨超等［１４］ 提出了 ＤＥＬ⁃
ＴＡ 并联机构的规则工作空间，并进行了多目标优化分
析。 上述研究分别针对不同类型机构的工作空间进行
了优化和分析。 然而，带有偏置铰链的并联机构工作
空间不规则并且难以直观评估和设计是一直存在的研
究难点与重点，会导致满足理想工作空间的机构构型
参数难以确定，并且一直未能得到解决。

为了解决偏置铰链并联机构工作空间难以直观评
估和设计的问题。 本文以 ６⁃ＲＲＲＰＲＲ 构型的并联机
构为研究对象，推导出该机构的逆向运动学和雅可比
矩阵。 然后基于数值法建立了机构的工作空间，针对
位置工作空间不规则的问题，获取了其有效工作空间。
在此基础上，对机构的有效工作空间与姿态工作空间
进行了参数灵敏性分析，绘制了构型参数对工作空间
体积的影响曲线，可以更加直观地评估工作空间体积
变化规律。 最后，结合工程实例提出了一种工作空间
寻优方法，依据设计条件寻找符合机构运动要求的构
型参数，便于工程应用。

１　 并联机构与逆向运动学

１． １　 并联机构零位刚度最优设计

传统偏置铰链的并联机构在构型确定时，上下平
台需要特殊加工斜坡形式来满足支腿初始位置呈现直
线的状态，这种构型对机械加工要求较高。 本文提出
一种零位刚度最优的构型设计。 如图 １ 所示，并联机
构的支腿呈直线，铰链轴与上下平台呈平行的状态。

图 １　 并联机构模型

１． ２　 逆向运动学

由于此类形式的并联机构引入了偏置铰链，求解

其运动学要比带有普通铰链的并联机构更加复杂，于
阳［１５］通过数值迭代方法求解了逆运动学。

图 ２　 结构简图

建立坐标系如图 ２ 所示。 动坐标系在定坐标系的
位姿用向量 ｑ ＝ ［ｐ，ｔ］ Ｔ 表示，ｐ ＝ ［ｘ，ｙ，ｚ］ Ｔ 为动坐标系
原点 ＯＰ 在定坐标系中的位置，ｔ ＝ ［γ，β，α］ Ｔ 为动坐标
在定坐标系中的姿态角。 点 Ｄｉ 表示与上平台相连的
偏置铰链中靠近支腿的铰链轴中心，Ｅ ｉ 表示与下平台
相连的偏置铰链中靠近支腿的铰链轴中心。 支腿 Ｌｉ

在坐标系 Ｂ ｉ⁃ＸＢｉＹＢｉＺＢｉ和 Ｐ ｉ⁃ＸＰｉＹＰｉＺＰｉ中表示为：
ＯＢＤｉＥｉ ＝ ＢｉＴＯＢ

ＯＢＴＯＰ
ＯＰＴＰｉ

ＰｉＤ － ＢｉＥｉ （１）
ＯＰＤｉＥｉ ＝ ＰｉＤｉ － ＰｉＴＯＰ

ＯＰＴＯＢ
ＯＢＴＢｉ

ＢｉＥｉ （２）
其中，动坐标系 ＯＰ⁃ＸＰＹＰＺＰ 相对于定坐标系 ＯＢ⁃

ＸＢＹＢＺＢ 的旋转变换通过传递矩阵表示。

ＯＢＴＯＰ ＝

ｃγｃβ ｃγｓβｓα － ｓγｃα ｃγｓβｃα ＋ ｓγｓα ｘ
ｓγｃβ ｓγｓβｓα ＋ ｃγｃα ｃγｓβｃα － ｃγｓαｃα ｙ
－ ｓβ ｃβｓα ｃβｃα ｚ
０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

（３）

ＢｉＥｉ 和
ＰｉＤｉ 分别在坐标系 Ｂ ｉ⁃ＸＢｉ ＹＢｉ ＺＢｉ 和 Ｐ ｉ⁃ＸＰｉ ＹＰｉ

ＺＰｉ中表示为：
ＢｉＥｉ ＝ ［０　 ＬＢｉ·ｃϕＢｉ 　 ＬＢｉ·ｓϕＢｉ 　 １］ Ｔ （４）
ＰｉＤｉ ＝ ［０　 ＬＰｉ·ｃϕＰｉ 　 ＬＰｉ·ｓϕＰｉ 　 １］ Ｔ （５）

将式（４）和式（５）分别代入式（１）和式（２），处理
后利用 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 数值迭代方法求解。 并联机
构逆运动学的求解流程如图 ３ 所示，０ϕＢｉ

和０ϕＰｉ
（ ｉ ＝ １ ～

６）分别为上、下偏置铰链输入角初值。

图 ３　 逆向运动学流程

关于偏置铰链并联机构的雅可比矩阵，张炀［１６］利
用微分变换的思想分析了带有偏置铰链的并联机构上
平台与支腿的速度雅可比矩阵 Ｊ。

�ｑｔ ＝ Ｊ· �ｑｊ （６）
式中：�ｑｔ 为动平台的随体运动速度，�ｑｊ 为主动关节的速度。

２　 工作空间分析

并联机构工作空间是指动平台能到达的空间范
围，包括位置工作空间和姿态工作空间［１７⁃１８］。

·４８· 组合机床与自动化加工技术 　 第 １１ 期



２． １　 位置工作空间分析

（１）位置工作空间计算。 在固定姿态状态下，考
虑了限制工作空间的约束问题，利用运动学逆解和极
坐标搜索法对并联机构的位置工作空间进行计算［１９］。
首先以表 １ 所示并联机构构型参数绘制工作空间。

表 １　 并联机构初始参数

ＲＰ ／ ｍｍ ＲＢ ／ ｍｍ Ｈ ／ ｍｍ θＰ ／ （°） θＢ ／ （°）
９０ １４０ ２４５ １５ １５

设计支腿伸长量在 ± １５ ｍｍ，绘制出姿态为（０，０，
０）下的位置工作空间三维图形如图 ４ａ 所示，图 ４ｂ ～
图 ４ｄ 表示不同角度下视图。 图 ４ｅ 和图 ４ｆ 显示在不
同 Ｚ 向位移下，并联机构在 ＸＯＹ 面上的工作空间。 可
以看出并联机构在不同 Ｚ 向高度下的工作空间外部
轮廓形状存在较大差异。

（ａ） 整体工作空间

（ｂ） ＸＯＺ 面视图 （ｃ） ＹＯＺ 面视图

（ｄ） ＸＯＹ 面视图 （ｅ） Ｚ 为 ２ ｍｍ 时俯视图

（ｆ） Ｚ 为 － ６ ｍｍ 时俯视图

图 ４　 位置工作空间

（２）有效工作空间的获取。 如图 ４ 所示，并联机
构工作空间内部连续且无空洞，但不规则。 在实际应
用中，不规则的工作空间很难进行评估。 而姿态为（０，
０，０）下的位置工作空间也是衡量并联机构运动性能的

重要指标，在众多场景中均有应用［２０⁃２１］。
若在求得的工作空间内选出较规整的部分，这样

更加便于进行分析应用。 基于上述分析，在位置工作
空间中，将不同 Ｚ 向高度下最大内切圆所组成的空间

作为并联机构的规则工作空间，并将这个较规整的工
作空间作为有效工作空间。 如图 ５ 所示为并联机构位
置工作空间与有效工作空间对比图，经处理后得到的
有效工作空间更加直观，易于分析。

（ａ） 整体工作空间三维图

（ｂ） ＸＯＺ 向视图

（ｃ） ＹＯＺ 向视图

（ｄ） ＸＯＹ 向视图

图 ５　 位置工作空间对比（左侧为位置

工作空间；右侧为有效工作空间）
另外，本文提出的有效工作空间去除了机构边界

一些不规则的工作空间，图 ６ 是有效工作空间在位置
工作空间内的占比。

图 ６　 有效工作空间占比

将有效工作空间体积公式表示为：

Ｖ ＝ ∑
ｎ－１

ｉ ＝ １

１
２ （Ａｉ ＋ Ａｉ＋１）·Δｚ （７）

式中：Ｖ 表示有效工作空间体积，Ａｉ 表示第 ｉ 层的最大
内切圆面积，Δｚ 表示层高区间。
２． ２　 姿态工作空间求解

并联机构的位置处于零位时的姿态工作空间大小
是一项非常重要的指标，在飞行模拟器、汽车模拟
器［２２⁃２３］等领域应用广泛。 如图 ７ 所示为机构在位置为
（０，０，２４５）下的姿态工作空间。
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（ａ） 姿态工作空间三维图

（ｂ） ＸＯＺ 向视图 （ｃ） ＸＯＹ 向视图

图 ７　 姿态工作空间

另外，姿态工作空间体积求解公式与有效工作空
间求解公式形式相同，不同之处是所求 Ａｉ 不是每一层
的最大内切圆，而是每一层规则图形的面积。

Ｖ ＝ ∑
ｎ－１

ｉ ＝ １
Ａｉ·Δｚ （８）

３　 构型参数灵敏性分析

增大支腿伸长量以及提高铰链的转角能力，均可
以提高并联机构的工作空间，于阳［１５］对此方面进行过
研究。 而并联机构构型参数对工作空间体积的影响规
律也对设计并联机构具有非常重要的作用，因此本节
对其进行了研究。 偏置铰链并联机构构型参数包括
ＲＰ、ＲＢ、Ｈ、θＰ、θＢ 和 ｅ。 为使本节中参数灵敏性分析得
到的结论更具普适性，在支腿伸缩量与铰链转角约束
相同的条件下，分别从支腿腿长随参数变化、支腿腿长
不随参数变化两个角度进行灵敏性分析。 由于偏置铰
链的偏置量 ｅ 较为特殊，因此将其单独进行分析。 以
表 １ 构型参数作为并联机构初始构型参数，对并联机
构的位置工作空间与姿态工作空间进行分析。
３． １　 支腿腿长随参数改变时工作空间变化情况

（１）ＲＰ ／ ＲＢ 对有效工作空间的影响。 ＲＢ ＝１４０ ｍｍ，将
ＲＰ 由４０ ｍｍ不断增大，如图８所示，当ＲＰ ／ ＲＢ 比值由０．３ ～
１ 时，有效工作空间体积不断增大，由初始值 ８． ０２２ ３ ×
１０４ ｍｍ３ 增至 １３． ２３５ × １０４ ｍｍ３，ＲＰ ／ ＲＢ 比值为 １ 时，体
积最大，此后随着 ＲＰ ／ ＲＢ 比值增加，体积迅速减小。

（２）Ｈ 对有效工作空间的影响。 如图 ９ 所示，Ｈ 由
１２０ ｍｍ ～ ２８０ ｍｍ，有效工作空间随高度 Ｈ 增大而增
大，但 Ｈ 增大的同时，机构雅可比矩阵的全局条件数
也在增大，机构运动性能越来越差。 因此不能简单依
靠改变 Ｈ 提高工作空间，但适当增大机构高度对提升
机构有效工作空间是有利的。

图 ８　 ＲＰ ／ ＲＢ 对有效

工作空间的影响

图 ９　 高度 Ｈ 对有效
工作空间的影响

（３）θＰ 和 θＢ 对有效工作空间的影响。 如图 １０ 所
示，使 θＰ 和 θＢ 以相同数值同时增大或减小，θＰ 和 θＢ 的
角度对工作空间体积影响规律成对称分布，当 θＰ 和 θＢ

由 ５° ～ ４５°时，体积由 ５． ２２１ ９ × １０４ ｍｍ３ 增至 １６． ２０１ ×
１０４ ｍｍ３。 当 θＰ 和 θＢ 在 ４５° ～ ７５°取值时，体积没有发
生较大变化，此后 θＰ 和 θＢ 增大，工作空间体积减小。

需要指出的是，θＰ 和 θＢ 接近 ６０°时，机构运动处
于奇异姿态，因此，圆心角选值不宜过大，否则会导致
机构奇异。

（４）ＲＰ ／ ＲＢ 对姿态工作空间的影响。 如图 １１ 所
示，ＲＰ ／ ＲＢ 比值越小，姿态工作空间越大，此规律与
ＲＰ ／ ＲＢ 比值对有效工作空间的影响正好相反。

图 １０　 θＰ 和 θＢ 对有效

工作空间的影响

图 １１　 ＲＰ ／ ＲＢ 对姿态

工作空间的影响

（５）Ｈ 对姿态工作空间的影响。 如图 １２ 所示，高
度 Ｈ 由 １２０ ｍｍ ～２８０ ｍｍ 时姿态工作空间逐渐增大，
可见适当增大机构高度既可以提高有效工作空间，也
可以提高姿态工作空间。

（６）θＰ 和 θＢ 对姿态工作空间的影响。 如图 １３ 所
示，姿态工作空间随 θＰ 和 θＢ 值由０ ～６０°而不断增大，θＰ

和 θＢ 对姿态工作空间体积影响规律成对称分布，但当
圆心角值接近 ６０°时，要考虑机构是否会发生奇异。

图 １２　 高度 Ｈ 对姿态
工作空间的影响

图 １３　 θＰ 和 θＢ 对姿态

工作空间的影响

３． ２　 支腿腿长不随参数改变时工作空间变化情况

在实际工程设计中，在对电机、编码器等支腿内部
元器件进行选型设计后，支腿腿长就已确定。 因此，本
节在支腿腿长一定的情况下，改变构型参数 ＲＰ、ＲＢ、Ｈ、
θＰ、θＢ，对工作空间影响规律进一步进行分析。

（１）ＲＰ ／ ＲＢ 对有效工作空间的影响。 如图 １４ａ 所
示，ＲＰ ／ ＲＢ 比值由 ０． ３ ～ １，Ｈ 随之逐渐增大，其变化规
律与 ３． １ 中的规律相似。 同时当支腿腿长一定时，增
大 ＲＰ ／ ＲＢ 比值，机构整体高度 Ｈ 也会发生微小变化才
能满足支腿腿长不变，如图 １４ｂ 所示。

（ａ） ＲＰ ／ ＲＢ 对有效工作空间的影响 （ｂ） 高度随 ＲＰ ／ ＲＢ 比值变化

图 １４　 有效工作空间随参数变化情况
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（２）θＰ 和 θＢ 对有效工作空间的影响。 如图 １５ａ
所示，支腿腿长确定时，θＰ 和 θＢ 以相同数值改变，此时
有效工作空间先增大后减小，工作空间体积变化规律
成对称分布，当圆心角值接近 ６０°时要考虑机构是否
会奇异。 当支腿腿长一定时，增大 θＰ 和 θＢ 值，机构整
体高度 Ｈ 也需发生微小变化才能满足支腿腿长不变，
如图 １５ｂ 所示。

（ａ） θＰ 和 θＢ 对有效工作空间的影响 （ｂ） 高度随 θＰ 和 θＢ 变化

图 １５　 有效工作空间随参数变化情况

（３）ＲＰ ／ ＲＢ 对姿态工作空间的影响。 如图 １６ 所
示，分析发现 ＲＰ ／ ＲＢ 比值由 ０． ３ ～ １，姿态工作空间逐
渐减小。 同时当支腿腿长一定时，增大 ＲＰ ／ ＲＢ 比值，
机构整体高度 Ｈ 也会发生微小变化才能满足支腿腿
长不变，如图 １４ｂ 所示。

（４）θＰ 和 θＢ 对姿态工作空间的影响。 保证其他
构型参数不变，如图 １７ 所示，姿态工作空间随角度增
大而先增大后减小。 同样，当圆心角值接近 ６０°时，要
考虑机构是否会发生奇异。 支腿腿长确定时，改变 θＰ

和 θＢ 值，Ｈ 也随之发生变化，如图 １５ｂ 所示。

图 １６　 ＲＰ ／ ＲＢ 对姿态

工作空间的影响

图 １７　 θＰ 和 θＢ 对姿态

工作空间的影响

３． ３　 偏置铰链偏置量 ｅ 对有效工作空间的影响

偏置铰链并联机构与采用普通铰链的并联机构区
别在于偏置铰链的工作空间更大［２４］，本节中，考虑
ＲＰ、ＲＢ、Ｈ、θＰ、θＢ 和 ｅ（偏置量）等构型参数，对比采用
不同铰链时，两种类型并联机构的有效工作空间大小。

（１）当并联机构上下平台半径、上下平台的圆心
角以及高度均相同的条件下，对比采用不同铰链的并
联机构的工作空间大小如表 ２ 所示。

表 ２　 数据表

ＲＰ
采用偏置铰链

并联机构
采用普通铰链

并联机构

ＲＰ 相同 相同
ＲＢ 相同 相同

Ｈ 相同 相同
θＰ 相同 相同
θＢ 相同 相同

ｅ ／ ｍｍ １８ ０
有效工作空间体积 ／ ｍｍ３ ９． １９５ ４ × １０４ ８． ９０６ ８ × １０４

由表中数据得出，各构型参数均相同的并联机构，
采用偏置铰链的并联机构工作空间优于采用普通铰链
的并联机构。 此时由于两者高度相同，因此采用偏置
铰链并联机构的腿长，在去掉偏置铰链偏置量后一定

小于采用普通铰链的并联机构腿长。
而实际设计中，支腿腿长是确定的，由于偏置铰链

偏置量的存在，采用偏置铰链的并联机构支腿一定比
采用普通铰链的并联机构的支腿更长。 因此，在保证
ＲＰ、ＲＢ、θＰ、θＢ 等构型参数均相同以及支腿腿长（不包
含铰链偏置量）相同的条件下，再次比较了两种并联
机构的工作空间大小如表 ３ 所示。 由此可以得出，在
当前条件下，采用偏置铰链的工作空间体积会更大。

表 ３　 数据表

ＲＰ
采用偏置铰链

并联机构
采用普通铰链

并联机构
ＲＰ 相同 相同
ＲＢ 相同 相同
Ｈ 不同 不同
θＰ 相同 相同
θＢ 相同 相同

ｅ ／ ｍｍ １８ ０
有效工作空间体积 ／ ｍｍ３ ９． １９５ ４ × １０４ ７． ７６４ ４ × １０４

综合表 ２ 和表 ３ 可以得出，在支腿伸长量与铰链
转角能力相同条件下，采用偏置铰链的并联机构的位
置工作空间要比采用普通铰链的工作空间大。
３． ４　 全局条件数分析

上述分析过程中，不同构型参数组合下的并联机
构的工作空间是不同的，为确保上述分析过程中计算
得到的工作空间中各位置点不存在奇异，以式（６）推
导出机构雅可比矩阵 Ｊ 的条件数 Ｃ（Ｊ），并以工作空间
内所有位姿点 Ｃ（Ｊ）的均值作为衡量机构运动性能的

指标。 均值Ｃ（Ｊ）越小，机构的运动传递性能越好，越
不会产生奇异。

Ｃ（Ｊ） ＝
∫∫∫

Ω
Ｃ（Ｊ）ｄｖ

∫∫∫
Ω
ｄｖ

（９）

对不同构型参数下的机构全局条件数进行分析并
整理如图 １８ 所示。 对位置工作空间进行参数灵敏性
分析，仅当圆心角值接近 ６０°时全局条件数趋于无穷
大，而在其他参数变化域内，机构雅可比矩阵最大全局
条件数未超过 １２０。 在对姿态工作空间进行参数灵敏
性分析时，当圆心角值接近 ６０°时，全局条件数也趋于
无穷大，而在其他参数变化域内，机构雅可比矩阵最大
全局条件数未超过 １００。

（ａ） 位置工作空间全局条件数变化

（ｂ） 姿态工作空间全局条件数变化

图 １８　 全局条件数分析
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因此上述进行参数灵敏性分析中，不同构型参数
组成的并联机构的全局条件数都是稳定变化的，没有
出现奇异值，因此对各结构参数进行参数灵敏性分析
时得到的数据规律是可靠的。
３． ５　 参数灵敏性分析总结

综合上述分析得出：
（１）对于有效工作空间，增大上平台与下平台的

半径比值，可以增大机构的有效工作空间。 适当增加
机构高度，也可以提高机构的工作空间。 同时机构圆
心角适当增大，也可以改善工作空间，但在接近 ６０°
时，要考虑是否会产生运动奇异问题。

（２）对于姿态工作空间，增大上平台与下平台的
半径比值会减小机构姿态工作空间。 适当增加机构高
度可以提高机构姿态工作空间。 适当增大机构的圆心
角，也可以改善工作空间。

（３）偏置铰链不仅能够为机构提高良好的刚度性
能［２５］，也可以改善机构的工作空间。

４　 工作空间优化

４． １　 工程应用实例

根据某车载望远镜的光学装调任务，因此需要设计
一台满足表 ４ 中各参数指标的次镜并联调整机构，同时
由于望远镜整体安置于车厢中，受车内空间限制，因此
对机构整体尺寸也提出了要求：下平台直径不大于 ３００
ｍｍ，上平台半径不大于 ２００ ｍｍ，高度不大于 ２６０ ｍｍ。
关于并联调整机构的具体运动性能指标要求如表 ４ 所示。

表 ４　 次镜并联调整结构主要指标
参数 指标

行程 Ｘ，Ｙ，Ｚ ／ ｍｍ ± ２５， ± ２５， ± １５
行程 θＸ，θＹ，θＺ ／ （°） ± １０

Ｘ，Ｙ，Ｚ 平移运动分辨率 ／ μｍ ０． ５
绕 Ｘ，Ｙ，Ｚ 轴转动运动分辨率（″） ０． ５

重复精度 Ｘ，Ｙ，Ｚ ／ μｍ ± ０． ５
重复精度 θＸ，θＹ，θＺ ／ （″） ± ０． ５

由表 ４ 可以得出，要达到指标要求的行程，则需要
对工作空间进行优化分析。 通过上述参数灵敏性分析
可知，当增大平台高度或者增大圆心角均可以提高定
位置的姿态工作空间与定姿态的位置工作空间，而当
增大上平台半径时，姿态工作空间会较小，位置工作空
间会增大，两者关于结构参数存在竞争关系，因此无法
选择两种指标均取得最优时的结果，需要做出取舍。

基于上述参数灵敏性分析得到的规律，为了在参
数范围内得到符合要求的构型参数，本文提出了一种基
于 ＮＳＧＡ⁃Ⅱ的多目标优化方法。 首先给出其优化模型。

（１）设立约束条件。 表 ５ 给出了并联机构各结构
参数设计变量的变化范围。

表 ５　 机构主要设计变量
设计变量 边界条件
ＲＰ ／ ｍｍ ［５０，１００］
ＲＢ ／ ｍｍ ［１００，１５０］
Ｈ ／ ｍｍ ［２２０，２６０］
θ ／ （°） ［１０，４０］

（２）确定目标函数。 机构目标函数 ｆ１（ｘ）与 ｆ２（ｘ）
分别为：

ｆ１（ｘ） ＝ ＬＺ

ｆ２（ｘ） ＝ ＬＴ
{

将机构的定姿态位置工作空间用 ＶＺ 表示，定位置
姿态工作空间用 ＶＴ 表示，当 ＶＺ 体积增大时，并联机构
在 Ｘ 或 Ｙ 向的平移运动距离随之增大；当 ＶＴ 体积增大
时，并联机构在绕 Ｘ 轴或 Ｙ 轴的旋转运动角度会增大。
因此以 ＬＺ 表示 ＶＺ 在 Ｘ ＼Ｙ 向的平移运动可达距离，ＬＴ

表示 ＶＴ 在绕 Ｘ ＼Ｙ 转动时的旋转运动可达角度。 为了
减少不必要的加工成本等，支腿伸长量应在尽可能小的
条件下满足表 ４ 行程指标要求，因此设置支腿伸长量为
３０ ｍｍ，此时并联机构在 Ｚ 向的平移或转动行程可以满
足指标需求，而在 Ｘ ／ Ｙ 向的平移或转动行程则需要利用
算法进行优化，由于 ｆ１（ｘ）与 ｆ２（ｘ）的数值越大，表征机
构运动行程越好，而 ＮＳＧＡ⁃Ⅱ是以目标函数取极小值为目
标，因此对 ｆ１（ｘ）与 ｆ２（ｘ）分别取相反数后，再进行优化。

（３）优化结果。 ＮＳＧＡ⁃Ⅱ算法的计算复杂度低，运
行速度快，解集收敛性好，因此该算法广泛应用于解决
多目标优化问题。 在 ＭＡＴＬＡＢ 软件中对目标函数进
行求解优化，设置初始种群大小为 １００，进化代数最大
值为 ２００，交叉适应度函数偏差为 １Ｅ － ０６，迭代停止次
数为 ２００，运行结束后得到 Ｐａｒｅｔｏ 解集及目标函数值。

如图 １９ 所示，最优结集中的虚线框内即为满足机
构行程需求时所对应的结构参数，考虑机构运动行程需
求，同时由于结构件与外购电机等元器件的尺寸等限制
因素，为了更好的便于后续设计，在最优结集中选择了
参数 ＲＰ ＝８０． ３８２ ８ ｍｍ、ＲＢ ＝１２９． ７９５ ４ ｍｍ、Ｈ ＝２４６． ２３９ ２
ｍｍ、θ ＝１４． ９８４ ６°，此时参数对应 ＬＴ 为 １０． ５°，ＬＺ 为 ３２

图 １９　 Ｐａｒｅｔｏ 前沿

ｍｍ，为便于后续设计与加
工，取整数为 ＲＰ ＝ ８０ ｍｍ、
ＲＢ ＝ １３０ ｍｍ、Ｈ ＝ ２４６ ｍｍ、
θ ＝ １５°进行设计。 取整后
的各参数值相比原参数值
仅发生了微小的变化，对机
构的工作空间影响很小。

４． ２　 实验测试

基于上述分析得到的结构参数，本文研制了车载
光学系统 Ｓｔｅｗａｒｔ 次镜调整机构如图 ２０ａ 所示。 机构
的行程是并联调整机构进行位姿调整的关键。 为了进
一步验证机构行程，因此对并联机构的行程进行了实
验测试。 首先搭建了测试系统如图 ２０ｂ 所示，其中利
用高精度光栅尺测量机构平移位移，利用自准直仪和
电子经纬仪测量机构的转角位移，测试系统搭建在隔
振平台上，可以隔离外界带来的低频、高频振动。

（ａ） 并联调整机构 （ｂ） 测试系统

图 ２０　 并联调整机构实验测试

表 ４ 给出的指标中要求机构能在 Ｘ ＼Ｙ 轴平移行程
达到 ±２５ ｍｍ，Ｚ 轴平移行程达到 ± １５ ｍｍ，绕 Ｘ ＼Ｙ ＼Ｚ
轴转动行程达到 ± １０°，因此，采用 ６ 个自由度分开测
试的方法，使上平台沿 Ｘ ＼Ｙ ＼Ｚ 轴分别移动指标要求
的最大行程，同理，绕 Ｘ ＼Ｙ ＼Ｚ 轴分别转动要求的最大
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行程，测量 ６ 根支腿的伸缩量变化如图 ２１ 所示，其中，
进行平移测试时，以每一步为 ５ ｍｍ 步进，进行角度测
试时，以每一步为 ５°步进，得到指令值与实际值对比
图，其中最大位移行程偏差未超过 ０． ５ μｍ，最大角度
行程偏差未超过 ０． ５″。 并联机构在各个自由度上的运
动均达到了目标位置，因此该并联机构的运动行程符
合指标需求，同时验证了优化算法的有效性。

（ａ） Ｘ 向平移行程测试 （ｂ） Ｙ 向平移行程测试

（ｃ） Ｚ 向平移行程测试 （ｄ） 绕 Ｘ 轴转动行程测试

（ｅ） 绕 Ｙ 轴转动行程测试 （ｆ） 绕 Ｚ 轴转动行程测试

图 ２１　 行程测试

５　 结论

本文为了解决偏置铰链并联机构工作空间难以直
观评估和设计的问题，基于构型参数对其工作空间进
行灵敏性分析并提出了一种工作空间寻优方法。 根据
研究结果可以得到以下结论：

（１）建立了逆向运动学，推导了雅可比矩阵。 利
用极坐标搜索法得到机构位置工作空间与姿态工作空
间，根据实际应用去除了位置工作空间中的不规则工
作空间，确定了并联机构有效工作空间；

（２）以并联机构工作空间体积作为评价指标，分
析 ＲＰ、ＲＢ、Ｈ、θＰ、θＢ 和 ｅ 对工作空间体积的影响，绘制
了构型参数对工作空间体积的影响曲线，利用曲线规
律，在不改变支腿伸长量与铰链转角能力前提下，仍可
以进一步增大并联机构工作空间；

（３）结合工程实例提出了一种基于构型参数的工
作空间优化方法。 在有限参数范围内，基于 ＮＳＧＡ⁃Ⅱ
算法对构型参数进行优化设计，该优化设计方法能够
快速得到符合要求的构型参数组合，便于工程应用。

同时，本文的参数灵敏性分析和优化设计方法也为
并联机构的后续研究和应用提供了一定的参考价值。
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