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摘要:音圈电机快速反射镜是激光通信精跟踪的执行机构,其柔性结构与双轴耦合特性会导致系统谐振模态增
多、模型阶次高等复杂控制问题,基于递推最小二乘等传统辨识方法建立精确模型是十分困难的, 难以满足高精
度控制器的设计要求.对于该问题,本文提出了基于Hankel矩阵模型解算与平衡截断建立高精度模型的方法.首
先,根据系统激励序列与响应序列建立Hankel矩阵, 其奇异值分解确定模型阶次, 可观、可控矩阵解算确定模型参
数;其次,建立系统的平衡实现, 并基于平衡截断原理完成模型降阶.本文从频率特性角度评价了系统模型的辨识
精度,结果表明, 相比于经典的模型辨识方法, 本文建立的系统模型阶次更低且辨识精度更高,充分满足现代理论
高性能控制系统的设计与应用要求.
关键词: 激光通信;音圈电机快速反射镜;系统辨识;平衡截断.
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Abstract: The voice coil actuator fast steering mirror is an actuator for precise tracking of laser communication, its
flexible structure and dual-axis coupling characteristics must lead to complex control problems with increasing resonant
modes and higher model order. Traditional identification methods, such as recursive least squares, struggle to establish
accurate models that meet the requirements for high-precision controller design. For this problem, this paper proposed
a method to build a high-precision model for fast steering mirrors based on the Hankel matrix model solution and bal-
anced truncation. Firstly, the Hankel matrix can be established according to the system excitation sequence and response
sequence, the model order can be determined according to the singular value decomposition, and the model parameters are
determined based on the observable and controllable matrix solution. Secondly, the system’s balanced realization can be
established, and the model order can be reduced based on the principle of balanced truncation; the identification accuracy
of the system model was compared from the frequency characteristics. The results showed that compared to the classical
identification method, the system model established in this paper had lower order and higher identification accuracy. This
approach fully satisfies the design and application requirements of modern theoretical high-performance control systems.
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1 引引引言言言

激光通信是一种以激光为信息载体的通信技

术,具有容量大、功耗低、抗干扰能力强等优点,在
大数据高速通信领域具有广阔的应用空间[1].在空
间、海洋等复杂环境下, 激光通信系统终端间捕获、
瞄 准 、 跟 踪 技 术(Acquisition, Tracking and
Pointing, ATP)是建立激光通信链路的关键技术[2].基
于音圈电机驱动的快速反射镜(Voice Coil Actuator
-Fast Steering Mirror, VCA-FSM)具有偏转角度大、
分辨率高、动态性能好等优点, 是 ATP控制技术的
关键执行机构,其伺服控制精度、闭环带宽以及抗扰
动能力决定了激光通信链路的精度、稳定性[3].

不同于激光通信系统粗跟踪力矩电机等刚性控制

机构, VCA-FSM以柔性铰链支撑光学镜体[4] [5].具有
响应速度快、结构简单等优点,但是该柔性支撑结构
会导致系统存在多阶谐振模态,甚至会放大非线性扰
动的影响,进而影响闭环控制的精度与动态性能[6] [7].
VCA-FSM由相互垂直的两对音圈电机驱动反射镜实
现水平与垂直二自由度偏转控制[8],但是在机械装调
中水平与垂直方向的音圈电机绝对垂直是不切实际

的,其复杂的耦合扰动会严重影响 FSM控制精度和
动态性能.对于上述问题, 以 PID 为代表的传统控制
算法难以解决柔性谐振模态与耦合扰动问

题, VCA-FSM的高精度、高带宽伺服控制依赖于鲁
棒控制、自抗扰、滑模控制等现代控制算法的研究

与应用[9], VCM-FSM柔性结构与耦合特性的精确建
模是先进控制理论应用的前提和关键条件.

目前, 控制工程领域系统辨识方法应用最广泛的
方法有动力学模型辨识[10]、递推最小二乘及其改进

算法[11]、卡尔曼滤波算法[12]、子空间模型辨识方

法[13] [14]、以及基于 Hankel矩阵数值解算的模型辨
识方法[16] [17].其中,卢洁莹等人[15]针对小口径天线

伺服系统提出了阶跃响应快速辨识方法,并建立了基
于系统伪随机相应谱密度函数的模型品质评价方

法;夏培培等人[16] 开展了基于Hankel矩阵奇异值分
解的特征系统实现辨识方法的研究, 对2m口径望远
镜消旋K镜转台的单输入单输出模型的阶次与参数
进行了精确辨识;闻成等人[17]提出了基于Hankel矩
阵的脉冲响应与特征模型实现算法结合的系统模型

辨识方法, 对大口径射电望远镜进行了精确辨识, 得
到了包括柔性模态的高精度单输入单输出模型.综上
所述,脉冲响应以及Hankel矩阵的特征系统实现等辨
识方法可建立高品质系统模型,上述研究工作对
于VCA-FSM的辨识具有指导性. 此外, VCA-FSM模
型的辨识要充分考虑柔性支撑结构与耦合特性等复

杂问题,基于Hankel矩阵特征系统实现的计算方法如
何精确辨识VCA-FSM的二输入二输出模型是本文研
究的重点问题.

对于上述问题,本文分别从二输入二输出系统的
模型辨识、模型降阶两方面开展了研究工作, 提出了
基于 Hankel矩阵数值解算的 VCA-FSM 双轴耦合系

统辨识方法, 得到了精确的线性模型与耦合模型; 但
是该模型状态方程阶次较高,先进控制算法的设计仍
面临较大的技术难度,对于该问题, 本文开展了系统
平衡实现与平衡截断方法研究,在模型频率特性精度
损失较小的情况下实现了高阶系统模型的降阶. 本文
研究工作对于 VCA-FSM 先进控制系统的设计与实

践具有重要意义.

2 VCA-FSM工工工作作作原原原理理理
VCA-FSM结构如图1所示,其由反射镜面、支撑

结构、驱动结构、位置检测器件等组成,其支撑结构
为柔性铰链,具有响应速度快等优点;驱动机构为互
为对角线且垂直放置的两对音圈电机.

图 1 VAC-FSM机械结构图

Fig. 1 VCA-FSM mechanical structure diagram

2.1 VCA-FSM耦耦耦合合合运运运动动动及及及模模模型型型辨辨辨识识识原原原理理理
实际中, VCA-FSM的运动特性比较复杂,具体表

现在以下两点:其一,基于柔性铰链作为 FSM支撑结
构,其工作轴转动方向的刚度远小于非工作方向, 导
致在低频段存在多阶谐振环节;其二, X 轴、Y 轴的

机械装调难以保证绝对的垂直角度, 且柔性支撑结构
难以保证回转轴线的绝对垂直,因此, FSM运动过程
中两轴复杂的耦合是影响 VCA-FSM伺服控制精度
的主要问题.而基于运动与电气特性建立的机理模型
不能准确表述 VCA-FSM结构中柔性特性与耦合特
性等因素, 不能满足高精度控制系统的设计要求.

图 2 VAC-FSM原理模型

Fig. 2 VCA-FSM principal model

如图2所示为 VCA-FSM的原理模型,其具体为X

轴模型、Y轴模型以及两轴耦合模型,系统模型如公
式(1)所示,[

Rx(s)

Ry(s)

]
=

[
Gxx(s)Gyx(s)

Gxy(s)Gyy(s)

]
·
[
Uθx(s)

Uθy(s)

]
. (1)
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因此, VCA-FSM的系统模型辨识可理解为
对Gxx、Gxy与Gyx、Gyy 模型的阶次与参数辨

识. 伪随机二值数据具有数据量少、频谱信息丰富等
优点, X轴与Y 轴同时激励伪随机信号可精确测量系

统频率特性,但是实际中,难以获得两个完全不相关
的测试信号序列, 因此,本文关于 VCA-FSM的系统
辨识为两个单输入双输出系统(SIDO)的辨识与平衡
实现,技术方法如图3所示.

图 3 VAC-FSM模型辨识技术方法

Fig. 3 VCA-FSM model identification technology method

3 VCA-FSM系系系统统统辨辨辨识识识关关关键键键方方方法法法
3.1 系系系统统统频频频域域域特特特性性性解解解算算算方方方法法法

假假假设设设 1 VCA-FSM为线性时不变离散系统,其
模型记为G,系统激励信号记为Ui(kT ), FSM中X 轴

与Y 轴的响应记为R(kT ) = [Rx(kT ), Ry(kT )],其
中k = 1, ..., n, T为数字系统的采样时间.

将轴上的激励信号与X轴、Y轴响应信号分别进

行 离 散 傅 里 叶 变 换 可 得 到 相 应 的 频 域 数

据Ui(ω), [Rx(ω), Ry(ω)], 分别计算激励与各轴响应
的功率谱密度函数,如公式(2)所示,

Pu(ω) =
2

nT

n∑
i=1

|Ui(ω)|2 ,

Px(ω) =
2

nT

n∑
i=1

|Rx(ω)|2 ,

Py(ω) =
2

nT

n∑
i=1

|Ry(ω)|2 ,

(2)

由此可分别计算激励与X轴、Y 轴响应信号的相关

功率谱密度函数,如公式(3)所示,

Pux(ω) =
2

nT

n∑
i=1

U∗
i (ω)Rx(ω),

Puy(ω) =
2

nT

n∑
i=1

U∗
i (ω)Ry(ω),

(3)

因此,系统功率谱估计函数与相干函数可记为,

Gx(ω) =
Pux(ω)

Pu(ω)
, φx(ω) =

|Pux(ω)|2

Pu(ω)Px(ω)
,

Gy(ω) =
Puy(ω)

Pu(ω)
, φy(ω) =

|Puy(ω)|2

Pu(ω)Py(ω)
,

(4)

由此确定系统的对数幅频、相频特性曲线.

3.2 系系系统统统模模模型型型与与与Hankel矩矩矩阵阵阵
FSM在X轴和Y轴激励信号下X轴与Y轴响应的

离散状态空间模型如公式(5)所示,{
x((k + 1)T ) = Ax(kT ) +Bu(kT ),

r(kT ) = Cx(kT ) +Du(kT ),
(5)

公 式 中, x(kT ) ∈ Rn为 系 统X轴 与Y轴 的 状

态, u(kT ) ∈ R2为系统激励信号,具体为X 轴激励

信号或Y轴激励信号, r(kT ) ∈ R2为X轴与Y轴的测

量 信 号, T 表 示 为 数 字 系 统 采 样 时

间, A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×2, C ∈ R2×n, D ∈ R2×2 为

系统的参数矩阵, 则 VCA-FSM在单轴激励下X轴

与Y轴传递函数可记为:

G(z) = [Gx(z), Gy(z)]
T
=

[
AB

C D

]
= C(zI −A)−1B +D

= D + CBz−1 + CAB−2 + CA2B−3 + · · · ,

(6)

定义:公式(13)所示的状态方程,其能观矩阵OM 和

可控矩阵CM分别定义为:OM =
[
CT · · · (CAp−1)

T · · · (CAn−1)
T
]T

,

CM =
[
B · · · Ap−1B · · · An−1B

]
,

(7)

其中, p为系统的阶次.

假假假 设设设 2 FSM的 初 始 状 态 为 x = 0,系
统 输 入 的 脉 冲 序 列 记

为 u(0) = 1, u(kT ) = 0(k = 1, 2, ..., n), 则系统的
脉冲响应为

r(kT ), k = 0, 1, 2, 3, · · ·n, r(0) = D,

r(T ) = CB, r(2T ) = CAB, · · · r(kT ) = CAk−1B,
(8)

该公式表示系统的马尔可夫参数,根据公式(7)所示的
能观、可控矩阵,可推算出下述公式

r(T ) r(2T ) · · · r(nT )

r(2T ) r(3T ) · · · r((n+ 1)T )
...

...
. . .

...
r(nT ) r((n+ 1)T ) · · · r((2n− 1)T )



=


C

CA
...

CAn−1


[
B AB · · · An−1B

]
,

(9)

该公式定义为系统的 Hankel矩阵.

3.3 系系系统统统数数数学学学模模模型型型阶阶阶次次次与与与参参参数数数的的的辨辨辨识识识

3.3.1 系系系统统统的的的阶阶阶次次次

引引引 理理理 1 根 据 文 献[18],设 系 统 的 阶 次
为d,且d < n,当且仅当 Hankel矩阵的秩为d.
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因 此,根 据 引 理1,系 统 模 型 的 阶 次 可
由 Hankel 矩阵的秩决定.但是,在实际系统中,传感
器的测量噪声会导致 Hankel矩阵的秩会大于系统的
阶次d,影响模型阶次的判断.本论文认为系统的响应
数据具有较高的信噪比,可基于 Hankel矩阵的奇异
值确定模型的阶次,其中较大的奇异值由系统模态确
定,较小的奇异值是由测量噪声引起的,因
此, Hankel矩阵中较大的奇异值数量可认定为系统模
型的阶次[15].公式(10)所示的基于脉冲响应数据建立
的 Hankel矩阵的奇异值分解如下公式所示,

r(T ) r(2T ) · · · r(nT )

r(2T ) r(3T ) · · · r((n+ 1)T )
...

...
. . .

...
r(nT ) r((n+ 1)T ) · · · r((2n− 1)T )


= U diag {σ1, σ2, · · · , σn}V T ,

(10)

其中, UTU = I, V TV = I, σk−1为系统 Hankel矩阵
的奇异值,若σk ≫ σk+1,则k可认定为系统模型的阶

次,而实际系统中, 脉冲响应含有测量噪声,记为

r(nT ) = ri(nT ) + ω(nT ), (11)

公式中, ω(nT )为脉冲响应的噪声分量,根据论
文[15]可知, 若适当减小 Hankel矩阵的维度可有效降
低测量噪声对奇异值解算的影响,一般情况
下, Hankel 矩阵的维度可设计为脉冲响应序列趋近
于零的数据长度,因此,系统 Hankel矩阵奇异值分解
计算如下,

U diag {σ1, σ2, · · · , σn}V T

=
[
U1 U2

]
diag {Σ1,Σ2}

[
V1 V2

]T
= U1Σ1V

T
1 + U2Σ2V

T
2 ≈ U1Σ1V

T
1 .

(12)

3.3.2 系系系统统统的的的参参参数数数

根据公式(10)所示的可观、可控矩阵以及公
式(11)、(12)所示的 Hankel矩阵奇异值分解解算方
法, 可得,

C

CA
...

CAn−1


[
B AB · · · An−1B

]
≈ U1Σ1V

T
1 , (13)

由此可得

[
CT (CA)T · · · (CAr−1)

T
]T

= U1 diag
{√

σ1 · · ·
√
σr

}
= U1

√
Σ1,[

B AB · · · Ar−1B
]

= diag
{√

σ1 · · ·
√
σr

}
V T
1 =

√
Σ1V

T
1 , ,

(14)

公式中, r由脉冲响应序列趋近于0的数据长度决
定,可确定系统辨识C 与B 的参数如下,{

C =
(
U1

√
Σ1

)
E2 ,

B =
(√

Σ1V
T
1

)
E1

,
(15)

公式中E2表示矩阵的前两行, E1表示矩阵的第一

列.根据公式(10), 构建新的 Hankel矩阵, 如下所示,

H1 =


r(2T ) r(3T ) · · · r((n+ 1)T )

r(3T ) r(4T ) · · ·
...

...
...

. . .
...

r((n+ 1)T ) · · · · · · r((2n)T )


=
[
CT · · · (CAn−1)

T
]T

A
[
B · · · An−1B

]
≈ U1

√
Σ1A

√
Σ1V

T
1 ,

(16)

由此可确定参数A,

A ≈
(√

Σ1

)−1

UT
1 H1V1

(√
Σ1

)−1

. (17)

综上,根据公式(15)、(17)可确定离散系统的状态
方程估计模型如公式(18)所示,其中R(0)表示0矩阵.[

Ã B̃

C̃ D̃

]
=

[(√
Σ1

)−1
UT

1 H1V1

(√
Σ1

)−1 (√
Σ1V

T
1

)
E1(

U1

√
Σ1

)
E2 R(0)

]
.

(18)

3.4 VCA-FSM的的的系系系统统统实实实现现现
根据公式(1)及图3所示的 VCA-FSM,该系统的模

型辨识具体为X轴、Y 轴分别输入激励信号下

的X与Y轴响应的离散系统辨识计算方法.假设, X轴
激 励 下, X轴 与Y轴 耦 合 的 离 散 系 统 实 现

为

[
Ãx/xy B̃x/xy

C̃x/xy D̃x/xy

]
, Y轴激励下, X轴耦合与Y轴的离

散系统实现记为

[
Ãy/yx B̃y/yx

C̃y/yx D̃y/yx

]
.

则 VCA-FSM的离散系统实现为:[
Ãd

fsm B̃d
fsm

C̃d
fsm D̃d

fsm

]
=

 Ãx/xy RA(0) B̃x/xy RB(0)

RA(0) Ãy/yx RB(0) B̃y/yx

C̃x/xy C̃y/yx R(0)

 ,
(19)

Ãx/xy =
[(√

Σ1

)−1
UT

1 H1V1

(√
Σ1

)−1
]
x/xy

Ãy/yx =
[(√

Σ1

)−1
UT

1 H1V1

(√
Σ1

)−1
]
y/yx

B̃x/xy =
[(√

Σ1V
T
1

)
E1

]
x/xy

B̃y/yx =
[(√

Σ1V
T
1

)
E1

]
y/yx

C̃x/xy =
[(
U1

√
Σ1

)
E2

]
x/xy

C̃y/yx =
[(
U1

√
Σ1

)
E2

]
y/yx

,

(20)
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且RA(0)为属于Rn×n的零矩阵, RB(0)为属于Rn的

零向量.

4 VCA-FSM的的的平平平衡衡衡实实实现现现与与与平平平衡衡衡截截截断断断
根据上述内容中模型阶次与参数的辨识方法, 系

统的阶次为分别激励X轴与Y轴下计算得到的模型阶

次之和,而高阶次模型会导致系统控制器结构复杂、
数字控制系统实现困难等问题, 因此, 有必要对快速
反射镜的高阶数学模型进行降阶.目前,基于系统平
衡实现的平衡截断是一种有效的模型降阶方法[19].

注注注 1 本文下述内容在连续域开展研究,上文解算得

到的离散系统数学模型基于MATLAB软件中d2c函数解算

为连续域数学模型后,可开展平衡实现与平衡截断的计算.

4.1 VCA-FSM的的的平平平衡衡衡实实实现现现
假假假 设设设 3 VCA-FSM的 连 续 系 统 实

现

[
Ãfsm B̃fsm

C̃fsm D̃fsm

]
为线性时不变系统,定义该系统的

可控性格莱姆矩阵P与可观性格莱姆矩阵Q满足李

雅普诺夫方程,且P和Q矩阵均为正定矩阵[20].{
P̃ Ã∗

fsm + ÃfsmP̃ + B̃fsmB̃
∗
fsm = 0,

Q̃Ãfsm + Ã∗
fsmQ̃+ C̃fsmC̃

∗
fsm = 0.

(21)

假假假设设设 4 存在一个非奇异的矩阵T ,满足系统状
态的相似变换,则格莱姆可控与可观矩阵存在相
似 性 变 换: P̂ = T P̃T ∗和Q̂ = (T−1)

∗
Q̃T−1, 其

中P̂ Q̂ = T P̃ Q̃T−1.

由此可知,在状态等效变换后,格拉姆矩阵的特征
值是保持不变的,可有如下特征向量分解:{

P̂ Q̂ = T P̃ Q̃T−1 = TΛT−1,

Λ = diag (λ1Is1, · · · , λNIsN) ,
(22)

可得,可控性、可观性格莱姆矩阵乘积的特征值在相
似变换前后是不变的,因此可以用P̂ Q̂的特征值来定

义系统 Hankel矩阵的奇异值.在最小实现的情况
下,即使特征向量不是唯一的,但是也可以选出合适
的特征向量满足,{

P̂ = T P̃T ∗ = Σ,

Q̂ = (T−1)
∗
Q̃T−1 = Σ,

(23)

其中, Σ = diag(σ1Is1, ..., σNIsN), Σ2 = Λ, 其对角
元素σ1 ≥ σ2 ≥ ...σN ≥ 0,为系统 Hankel 矩阵的奇
异值,这也就是系统的 Hankel奇异值. 此时,由公
式(23)相似变换后的所求出的可控性和可观性格莱姆
矩阵是相等的, 即p̂ = Q̂ = Σ. P̂和Q̂仍满足李亚普

诺夫方程,
P̂ Â∗

fsm + ÂfsmP̂ + B̂fsmB̂
∗
fsm = 0

Q̂fsm
f + Â∗

fsmQ̂+ Ĉ∗
fsmĈfsm = 0

Âfsm = TÃfsmT
−1, B̂fsm = TB̃fsm

Ĉfsm = C̃fsmT
−1, D̂fsm = D̃fsm

. (24)

因此,可得系统的平衡实现为,

Ĝ(s) =

[
Âfsm B̂fsm

Ĉfsm D̂fsm

]
=

[
TÃfsmT

−1 TB̃fsm

C̃fsmT
−1 D̃fsm

]
.(25)

4.2 VCA-FSM系系系统统统平平平衡衡衡实实实现现现的的的截截截断断断
根据 Hankel矩阵的奇异值进行模型的平衡截

断, 当奇异值存在σ1 ≥ ... ≥ σr ≫ σr+1 ≥ ... ≥ σN

时意味着σr+1...σN等状态对系统的频率特性影响较

小, 可基本忽略.此时,格莱姆矩阵Σ可表示为,

Σ = diag
(
σ1Is1, · · · , σRIsR, σR+1Is(R+1), · · · , σNIsN

)
= diag

(
(σ1Is1, · · · , σRIsR) ,

(
σR+1Is(R+1), · · · , σNIsN

)
)

= diag (Σ1,Σ2) .

(26)

VCA-FSM的平衡实现可根据 Hankel矩阵奇异
值进行分块,取r为系统阶次,可得到平衡截断后的低
阶模型实现,

G̃(s) =

[
Ãfsm B̃fsm

C̃fsm D̃fsm

]
=

Ã11 Ã12 B̃1

Ã21 Ã22 B̃2

C̃1 C̃2 D̃


≈
[
Ã11 B̃1

C̃1 D̃

]
= Ḡ(s).

(27)

5 VCA-FSM模模模型型型辨辨辨识识识实实实验验验

图 4 VAC-FSM控制系统

Fig. 4 VCA-FSM control system

VCA-FSM控 制 系 统 结 构 如 图4所 示,其
中, FSM有两对45°放置且垂直分布的音圈电机,反
馈器件为基于四象限探测器的光电式测角元件;基
于 dSPACE设计FSM控制系统,数据采样频率
为10kHz.在此条件下开展 VCA-FSM开环频率特性
测试实验,并建立 VCA-FSM 的模型.

5.1 VCA-FSM激激激励励励测测测试试试
伪随机二值序列具有频带宽、数据计算量少等优

点,可作为 VCA-FSM特性测试的激励信号. X 轴
与Y轴分别输入14阶次的伪随机序列,同时记录两轴
的响应数据,实验结果如图5所示. (a)为X 轴驱动器

输入伪随机激励信号X 轴与Y 轴的响应序列,其
中,红色为X轴响应,蓝色线为Y轴响应; (b)为Y轴在

激励信号下的Y轴与X轴响应信号,其中,红色线
为Y轴 响 应, 蓝 色 线 为X 轴 响 应. 由 此 可
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知, VCA-FSM系统中X 轴与Y轴存在明显的耦合因

素,这是影响控制系统设计精度的主要因素和难点问
题,本文基于激励序列与响应序列开展模型辨识相关
研究工作.
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（a）Pseudo-random signal excitation X-axis response curse

(b) Pseudo-random signal excitation Y-axis response curse 

0 2 4 6 8

0 2 4 6 8

图 5 伪随机信号激励响应曲线

Fig. 5 Pseudo-random signal excitation response curve

注注注 2 VCA-FSM从零信号激励下的静态转变为伪随

机信号激励的动态过程中存在过渡过程,会导致模型参数计

算不准确,因此,本文设计两个周期的伪随机激励信号,以第

二周期信号作为模型的辨识序列.

5.2 VCA-FSM的的的模模模型型型辨辨辨识识识
VCA-FSM的模型辨识基于两组激励序列与相应

序列开展计算,首先分别确定X轴激励X与Y轴响应

的模型实现、Y轴激励X轴与Y轴响应的模型实

现

[
Ãx/xy B̃x/xy

C̃x/xy D̃x/xy

]
、

[
Ãy/yx B̃y/yx

C̃y/yx D̃y/yx

]
;其 次,根 据 公

式(19)确定系统实现

[
Ãfsm B̃fsm

C̃fsm D̃fsm

]
;最后,根据平衡

截断方法完成模型降阶,确定最终模型.本文分别通
过对比频域特性曲线以及乘性不确定曲线对比分

析 VCA-FSM标称模型的辨识精度.

根 据 系 统 的 激 励 数 据 与 响 应 数 据 构 建

的 Hankel矩 阵,求 解 奇 异 值 如 图6所 示,两
个 SIDO系统的模型实现的阶次可为4阶.由此,根据
公 式(15)和(17)可 确 定 离 散 模 型 实 现 为,
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图 6 XY 轴 Hankel矩阵的奇异值分解

Fig. 6 SVD of the XY -axis Hankel matrix

[
Ãx/xy B̃x/xy

C̃x/xy D̃x/xy

]
=

0.9979 0.0132 0.0011 0.0006 0.3252

−0.0134 0.9969 0.0016 −0.0008 0.3290

−0.0028−0.0042−0.9950 0.0135 0.2074

−0.0007−0.0008−0.0143 0.9995 0.0529

0.3251 −0.3051−0.0495−0.0406 0

0.0005 0.1233 −0.2023 0.0351 0


,

(28)[
Ãy/yx B̃y/yx

C̃y/yx D̃y/yx

]
=

0.9978 −0.0133 0.0011 −0.0006−0.3149

0.0135 0.9967 −0.0018−0.0008 0.3171

−0.0029 0.0045 0.9950 −0.0131−0.2011

0.0011 −0.0014 0.0141 0.9992 0.0774

−0.0270 0.0898 0.1990 0.0512 0

−0.3134−0.3054 0.0234 −0.0411 0


,

(29)

可得 VCA-FSM系统的离散域模型实现如公式(30)
所示,因此, VCA-FSM的系统实现为8阶.[

Ãfsm B̃fsm

C̃fsm D̃fsm

]
= Ãx/xy RA(0) B̃x/xy RB(0)

RA(0) Ãy/yx RB(0) B̃y/yx

C̃x/xy C̃y/yx D̃x/xy D̃y/yx

 . (30)

5.3 VCA-FSM系系系统统统实实实现现现的的的平平平衡衡衡截截截断断断
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图 7 系统平衡实现奇异值分解

Fig. 7 SVD of the system’s balanced realization

将公式(30)所示的离散系统连续化后,根据公
式(25)计算出连续域的平衡实现如公式(31)所
示, VCA-FSM平衡实现的奇异值分解如图7所示.[

Âfsm B̂fsm

Ĉfsm D̂fsm

]
=

Â11 Â12 B̂11 B̂12

Â21 Â21 B̂21 B̂22

Ĉ1 Ĉ2 0 0

, (31)
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Â11 =


−20.885 16.183 123.380 24.151

−15.140 −20.137 35.935 −141.706

−123.842−37.302−33.294 12.501

−23.188 141.051 −17.680 −31.440

 ,

Â12 =


−6.769−2.962−1.680−1.132

0.742 0.628 −0.899 2.924

10.078 4.480 2.910 0.827

3.324 1.668 −0.790 4.534

 ,

Â21 =


2.504 6.947 4.778 −9.005

−2.120−2.387−3.786 2.419

−1.240 1.574 −1.635−2.839

−2.607 1.032 −3.813−2.728

 ,

Â22 =


−42.663−130.33 −19.350 −15.262

128.346 −11.667 −14.382 −8.811

−7.654 5.939 −15.306 135.768

1.969 −6.235 −154.047−37.759

 ,
B̂11 =

[
−28.607−17.428−31.463 10.193

]T
,

B̂12 =
[
18.180−24.520 14.761 29.962

]T
,

B̂21 =
[
4.393−2.377−0.194−1.311

]T
,

B̂22 =
[
3.254−0.491 1.577 1.886

]T
,

Ĉ1 =

[
−28.854−13.067 32.947 −8.560

17.786 −27.097−11.057−30.469

]
,

Ĉ2 =

[
−4.615−1.953−1.589 0.316

2.931 1.441 0.025 2.275

]
.

因此,系统的平衡实现可截取为4阶,具体如公
式(32)所示,

Ḡ(s) =

−20.88 16.18 123.38 24.15 −28.60 18.18

−15.14 −20.13 35.93 −141.70−17.42−24.52

−123.84−37.30−33.29 12.50 −31.46 14.76

−23.18 141.05 −17.68 −31.44 10.19 29.96

−28.85 −13.06 32.94 −8.56 0 0

17.78 −27.09−11.05 −30.46 0 0


,

(32)

可得, VCA-FSM的连续域传递函数如公式(33),由公
式(33)可知,连续域传递函数中分别存在四个右半平
面的零点,其中4325rad/s、29100rad/s、3310rad/s三
个零点位于频率特性的高频段, 舍去高频段零点不会
影响中低频段的特性: 366.5rad/s零点处于频率特性的
中低频段,不可舍去. 因此, VCA-FSM设计先进控制
系统时,公式(33)所示的传递函数可舍弃必要的零

点,此时,系统模型如公式(34)所示,

Ḡxx =
−70.696(s− 4325) (s2 + 54.17s+ 19820)

(s2 + 56.15s+ 16560) (s2 + 49.61s+ 22410)
,

Ḡxy =
0.76662(s− 29100) (s2 + 20.26s+ 61890)

(s2 + 56.15s+ 165600) (s2 + 49.61s+ 22410)
,

Ḡyx =
−25.683(s− 366.5) (s2 + 94.03s+ 101800)

(s2 + 56.15s+ 16560) (s2 + 49.61s+ 22410)
,

Ḡyy =
−88.315(s− 3310) (s2 + 50.99s+ 19440)

(s2 + 56.15s+ 16560) (s2 + 49.61s+ 22410)
,

(33)

Ḡxx =
305760.2 (s2 + 54.17s+ 19820)

(s2 + 56.15s+ 16560) (s2 + 49.61s+ 22410)
,

Ḡxy =
22308.642 (s2 + 20.26s+ 61890)

(s2 + 56.15s+ 165600) (s2 + 49.61s+ 22410)
,

Ḡyx =
−25.683(s− 366.5) (s2 + 94.03s+ 101800)

(s2 + 56.15s+ 16560) (s2 + 49.61s+ 22410)
,

Ḡyy =
292322.65 (s2 + 50.99s+ 19440)

(s2 + 56.15s+ 16560) (s2 + 49.61s+ 22410)
,

(34)



G̃n4sid
xx =

0.004439 (s− 2× 104) (s− 8162)

(s+ 1.76× 105) (s+ 6.835)

· (s
2 + 9041s+ 4.072× 108)

(s2 + 2535s+ 1.529× 107)
,

G̃n4sid
xy =

189.79(s− 9865)

(s+ 452)(s+ 51.92)

· (s
2 − 601.3s+ 8.672× 106)

(s2 + 1208s+ 2.045× 108)
,

G̃n4sid
yx =

56.839 (s− 4.148× 104)

(s2 + 81.1s+ 1.723× 104)

· (s
2 − 2267s+ 7.727× 106)

(s2 + 6100s+ 4.716× 108)
,

G̃n4sid
yy =

0.0016675 (s− 2× 104) (s− 9769)

(s2 + 98.64s+ 1.975× 104)

· (s2 − 2859s+ 7.13× 108)

(s2 + 1332s+ 7.914× 108)
.

(35)

5.4 辨辨辨识识识模模模型型型验验验证证证

在Matlab/SIMULINK中设计仿真系统,激励信
号为与实验相同的伪随机序列,根据响应数据与激励
数据绘制标称模型的频率特性曲线.

同时,为了对比验证模型辨识及降阶算法的有效
性,本文研究了工程应用领域经典的子空间模型辨识
算法[13],其基于X轴、Y轴的激励信号与响应信

号,分别辨识得到了系统Gxx、Gxy、Gyx、Gyy 四

个标称模型,如公式(35)所示.子空间辨识算法得到
四个单输入单输出标称模型均为4阶,系统实现为8阶
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模型,其与公式(33)所示的辨识模型、真实系统频率
特性曲线对比如图8所示. 根据对比曲线可得:
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图 8 VCA-FSM标称模型与实际系统频域特性对比曲线

Fig. 8 VCA-FSM comparison curve of frequency characteristics

(1) VCA-FSM的线性模型Gxx和Gyy:本文基
于 Hankel矩阵的模型辨识方法建立的系统模型能充
分表征系统的幅频特性与相频特性,子空间模型辨识
方法建立的系统模型也相对理想,其中, Gxx模型子

空间模型辨识方法必须要提高阶次至6阶才能建立相
对理想的模型,但是也会导致FSM的系统实现为10
阶的状态方程.

G̃n4sid
xx =

0.0017981 (s− 2× 104) (s− 7681)

(s2 + 69.95s+ 1.928× 104)

· (s
2 − 214s+ 9.956× 107)

(s2 + 1878s+ 1.1× 108)

· (s
2 − 3175s+ 1.678× 109)

(s2 + 1238s+ 1.345× 109)
,

(36)

(2) VCA-FSM的耦合模型辨识Gxy和Gyx:本文
基于 Hankel矩阵的模型辨识方法建立的数学模型能
充分表征系统X轴与Y轴耦合的频率特性;而子空间
建立的耦合模型辨识精度相对较差.

(3)基于平衡实现及截断方法建立的系统模型频
率特性与未降阶模型有较高的相似性,能充分表
征FSM中低频段的特性,满足控制系统的设计要求.

假设系统模型频率特性为G(jω),辨识标称模型
频率特性为G̃(jω),则乘性模型不确定误差频率特性
可表述为:

ζG
(
ejω
)
= 20 · log10

(
G(jω)− G̃(jω)

G̃(jω)

)
, (37)

由此可有 Hankel矩阵、平衡截断、子空间模型辨识
方法建立的数学模型与实际系统频率响应的误差曲

线,如图9所示。
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图 9 VCA-FSM乘性不确定对比曲线

Fig. 9 VCA-FSM multiplicative uncertainties comparison curve

对比曲线中,蓝色曲线表示基于 Hankel矩阵辨识
且平衡截断后的低阶模型,紫色曲线为 Hankel矩阵
未降阶模型,绿色曲线为子空间辨识模型. 对比可知,

(1)子空间模型辨识算法建立的Gxx、Gyy的标称

模型相对准确,在小于100Hz的中低频段乘性不确定
频率特性幅值均小于0,而对Gxy、Gyx耦合模型的模

型辨识精度较差.

(2)相比于未降阶的标称模型,平衡截断后
的Gxx、Gyy、Gxy辨识精度牺牲较小,建立的Gyx仍

具有相对较高的辨识精度, 满足先进控制算法的设计
要求.

(3)相比于子空间辨识的标称模型,本论文基
于 Hankel矩阵与平衡截断方法建立的标称模型具有
极小的误差,乘性模型辨识误差汇总如表1所示.

表 1 乘性模型辨识误差(单位: dB)
Table 1 Multiplicative model identification error

(Unit: dB)

频率 辨识方法 Gxx Gxy Gyx Gyy

未降阶 -42.5 -29.9 -33.7 -37.0
5Hz 平平平衡衡衡截截截断断断 -42.5 -29.0 -20.4 -32.9

子空间 -33.9 -4.3 -10.8 -22.1

未降阶 -51.9 -42.8 -31.8 -53.8
10Hz 平平平衡衡衡截截截断断断 -40.7 -31.9 -13.9 -33.4

子空间 -24.2 4.5 -5.7 -15.8

未降阶 -39.6 -34.5 -30.8 -40.0
20Hz 平平平衡衡衡截截截断断断 -41.3 -41.4 -9.8 -32.1

子空间 -17.5 19.6 -8.15 -6.9

未降阶 -41.2 -38.0 -30.7 -35.2
30Hz 平平平衡衡衡截截截断断断 -41.2 -30.0 -5.8 -27.1

子空间 -15.1 11.5 8.1 -6.5
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6 结结结论论论

本文从 VCA-FSM 频域特性求解、系统辨识、

平衡实现与平衡截断等方面开展研究工作, 给出了基
于 Hankel矩阵解算与平衡截断的 VCA-FSM系统模
型辨识方法.根据 VCA-FSM 开环实验得到的测试数

据,本文建立了低阶的系统实现模型,并从频率特性
曲线与乘性模型不确定性两个方法对比分了标称模

型的辨识精度.结果表明,本文建立的低阶模型辨识精
度 较 高,以 20Hz频 率 点 为 例 进 行 分

析, Gxx、Gxy、Gyx、Gyy的乘性模型辨识误差可

达-41.3dB、-41.4dB、-9.8dB、-32.1dB;相比于子空
间 模 型 辨 识 方 法,四 个 模 型 分 别 同 比 提 高
了136%、310%、220%、364%. 综上所述,本文研
究 的 VCA-FSM模 型 辨 识 方 法 能 够 建

立 VCA-FSM复杂系统的高精度数学模型,充分满足
先进控制算法的设计要求.
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