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摘要:当前流固耦合拓扑优化方法的研究突显了在流体和结构力学两套截然不同的控制方程之间交替使用的困难，即

在分离的流体和固体域之间施加耦合边界条件的困难。为了解决流固耦合拓扑优化面临的流固界面表达难题，基于流
固耦合拓扑优化问题的整体模型，采用多孔介质模型进行材质插值，建立了流固耦合问题的拓扑优化模型，进而通过连

续伴随方法获得模型的伴随灵敏度，以及数值求解 Navier-Stokes方程和线弹性力学控制方程，实现所建立拓扑优化模型
的求解; 通过雷诺数 1～500的二维悬臂梁和二维通道流固耦合拓扑优化仿真结果，验证了建立的流固耦合拓扑优化
模型。
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Ｒesearch on monolithic model based topology optimization of steady fluid-
structure interaction problem with moderate and low Ｒeynolds number
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Abstract: Current research on fluid-structure interaction topology optimization methods highlights the difficulty of alternating be-
tween different sets of control equations in fluid and structural mechanics，that is the difficulty of imposing coupling boundary con-
ditions between separated fluid and solid domains．In order to solve the problem that on the expression of the fluid-structure inter-
face in the process of topology optimization for fluid-structure interaction，based on the monolithic model of the fluid-structure in-
teraction topology optimization problem，the porous medium model for material interpolation was utilized． The topology optimiza-
tion model of the fluid-structure interaction problem was established，and then the adjoint sensitivity of the model was obtained by
continuous adjoint method，and the Navier-Stokes equation and linear elasticity control equation were numerically solved，so as to
realize the solution of the established topology optimization model． Through the simulation results of two-dimensional cantilever
beam and two-dimensional channel fluid-structure interaction topology optimization simulation with a Ｒeynolds number range of
1～500，the established fluid-structure interaction topology optimization model was verified．
Keywords: topology optimization; fluid-structure interaction; material interpolation; continuous adjoint analysis
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0 引言

流固耦合问题是一个涉及运动流体与弹性或刚

性、可移动或约束结构之间相互作用的多物理耦合问
题。该类问题是一种强耦合力学现象，即结构变形取
决于流体流动，流体流动又受结构变形影响，它与大

量工程应用和自然现象相关，如发动机、压缩机、医疗
器械、人体血液系统和人肺系统等［1-4］。过去的研究
工作中，流固耦合问题的拓扑优化［5］的研究也很

多［6-10］。然而，对当前研究的分析发现流固耦合拓扑
研究过程中存在施加边界条件的困难。
在流固耦合分析中，根据流体和结构力学控制方

程中的状态变量如何耦合，通常采用分离分析域的交

错或整体分析方法，这些分析方法的主要特点之一是

流体域与结构域的分离。流体求解器使用流体域中
的 Navier-Stokes方程计算速度和压力，并将压力负载
转移到流体和结构域之间预定义的、明确的相互作用
边界上。结构求解器计算结构位移，并将这些位移传
输回流体求解器，以更新流体域和显式相互作用边

界，这些边界通常具有无滑移边界条件。尺寸和形状
优化经常使用这些具有分离设计域的交错或整体分

析方法。通过迭代改变流体和结构的轮廓，可以得到
最佳的尺寸和形状。然而，分离分析域的方法很难与
拓扑优化相结合。主要困难之一是，不同的流体和结
构域以及耦合边界条件必须在每次迭代中通过空间

定义的设计变量进行插值。此外，在拓扑优化中，对
于中间设计变量控制方程的耦合边界条件的数值方

法还没有很好的研究。YOON［11］提出了一种新的整
体分析方法，采用统一的分析和设计域，使稳态流固

耦合问题的拓扑优化成为可能。
拓扑优化自提出以来，在工程和应用科学的许多

领域都得到了应用。与尺寸和形状优化相比，拓扑优
化可用于改变设计域内部的拓扑域和找到最佳布局，

而不需要初始给定拓扑结构。拓扑优化被认为是在
满足给定性能指标前提下，解决结构设计区域材料分

布最稳健的方法之一。优化方法一般有均匀化方
法［12］、变密度法［13］、水平集法［14］以及渐进结构法［15］

等。一些学者的工作致力于开发多物理系统的拓扑
优化方法，如流体、壳体、传热、热机械和声学等，以及
理论层面的拓扑优化［16-25］。结合拓扑优化的优点，本
文采用此方法对流固耦合问题进行求解。
本文利用整体模型方法对流固耦合问题控制方

程进行推导，通过将具有低杨氏模量的固体材料填充

到流体域中，并使用具有高抗渗性的多孔材料近似固

体域。基于固体和流体域的可扩展性，可以定义具有
二值的材质密度来表示结构拓扑，并区分填充在固体

和流体域中的固体材料和多孔材料。在拓扑优化过
程中，采用伴随分析得到伴随灵敏度，从而得到拓扑

结构。通过二维流固耦合问题拓扑优化数值算例，对
理论进行验证。最后，对研究结果进行总结和讨论，
并对未来研究方向进行展望。

1 理论

本文第 1～第 2章介绍了流固耦合问题的拓扑优
化方法，包括整体模型、材质插值、拓扑优化模型、模
型伴随分析和数值实现。
1．1 流固耦合问题的整体模型
在稳态流固相互作用问题中，流动和结构变形是

通过固液界面耦合的。在低雷诺数和中等雷诺数的
情况下，流体结构变形和流动可以分别用弹性固体力

学的控制方程和稳态 Navier-Stoke 方程来描述，本文
考虑的是线弹性体和牛顿流体。图 1所示为流固耦合
相互作用示意图。

图 1 流固耦合相互作用示意图

对于线弹性体，应力张量与应变张量本构关系为:

σ=
Es

1+k ε+
k

1－2k
tr( ε) I[ ] ( 1)

式中: σ为应力张量; Es 为固体杨氏模量; k 为泊松系
数; I为单位张量; ε为应变张量。

ε=
1
2
( ∇v+∇vT ) ( 2)

式中: v为弹性变形引起的位移;∇为原笛卡尔坐标系
下的梯度算子。
在静力平衡的基础上，可导出弹性固体力学的控

制方程为:

divσ= 0 x∈Ωs

v= 0 x∈Γ0

σ·n=g x∈Γsf
{ ( 3)

式中: div为散度算子; x 为区域内任意一点坐标; Ωs

为固体域; Γ0 为固定的固体边界; Γsf为加载流体应力
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g的流固界面; n 为流固界面上由流体向固体方向的
法向量。
将式( 1) 代入式( 3) ，控制方程可转化为:

div
Es

2( 1+k)
( ∇v+∇vT ) +

Es

1+k
× k
1－2k

divv( ) I[ ] = 0

x∈Ωs

v= 0 x∈Γ0

Es

2( 1+k)
( ∇v+∇vT ) +

Es

1+k
× k
1－2k

divv( ) I[ ] n=g
x∈Γsf

















( 4)
基于牛顿流体与动量质量守恒定律的本构关系，

在固体位移引起变形的流体域中流体流动的稳态

Navier-Stokes方程为:
ρ( u∇') u－div'［η( ∇'u+∇'uT) ］+∇'p= 0

∀x'∈Ω' f
div'u= 0 ∀x'∈Ω'
u=u0 ∀x'∈Γ' i
u= 0 ∀x'∈Γ'w
［－η( ∇'u+∇'uT ) +pI］n' = 0 ∀x'∈Γ' o
u= 0 ∀x'∈Γ' sf

















( 5)

式中: u和 p 分别为流体流速和压力; u0 为流体的初

始流速; ρ和 η分别为流体密度和黏度系数;∇'和 div'
分别为变形坐标系中的梯度算子和散度算子; x'为变
形坐标系中的坐标; Ω' f 和 Ω'分别为变形流体域和计
算域; Γ' i、Γ'w、Γ' o 和 Γ' sf分别为变形计算域的入口、
壁面、出口和流固界面; n'为变形计算域流体向固体方
向的法向量。
式( 4) 和式( 5) 中，变形流固界面 Γ' sf处的点坐标

与其对应的 Γsf处的坐标关系为:

x'=x+v ∀x∈Γsf ( 6)
在基于上述模型求解流固耦合问题时，需要明确

表示流固界面。然而，在拓扑优化过程中，实体结构
通常是隐式描述的，因此流固界面也是隐式表达的，

造成了流固耦合问题解决的困难。为了解决这一矛
盾，文献［9］开发了一种实现流固耦合问题拓扑优化
的整体模型。
在文献［9］开发的整体模型中，固体力学的定义

域和流体流动的定义域近似地扩展到包括固体域和

流体域在内的整个计算域，去除式( 4) 和式( 5) 中在界
面处施加的界面条件，从而完美地解决流固界面隐式

表达的困难，扩展是通过将具有低杨氏模量的固体材

料填充到流体域中，并使用具有高抗渗性的多孔材料

近似于固体域。然后，将整体模型描述为:

div
Es

2( 1+k)
( ∇v+∇vT ) +

Es

1+k
× k
1－2k

divv( ) I[ ] = 0

∀x∈Ωs

div
Ef

2( 1+k)
( ∇v+∇vT ) +

Ef

1+k
× k
1－2k

divv( ) I[ ] = 0

∀x∈Ω \Ωs

v= 0 ∀x∈∂Ω∪Γ0

Es

2( 1+k)
( ∇v+∇vT ) +

Es

1+k
× k
1－2k

divv( ) I[ ] n=g
∀x∈Γsf





















( 7)
ρ( u·∇') u－div'［η( ∇'u+∇'uT) ］+∇'p= 0

∀x'∈Ω' f
ρ( u·∇') u－div'［η( ∇'u+∇'uT) ］+∇'p= －αsu

∀x'∈Ω' \Ω' f
div'u= 0 ∀x'∈Ω'
u=u0 ∀x∈Γi

u= 0 ∀x'∈Γ'w

［－η( ∇'u+∇'uT ) +pI］·n'= 0 ∀x'∈Γ' o



















( 8)
式中: Ef 为填充材料在流体域中的杨氏模量，它满足
Ef≪Es ; αs 为用来近似固体材料的多孔材料的抗渗

性，在选择时应满足 αs≫ρ，通常可以选择 αs = 10
4ρ。

在式( 8) 中，去掉了流固界面处的防滑边界条件，
因为流固界面的固体区域是用高抗渗性的多孔材料

近似的。对于计算域 Ω及其变形对应的 Ω'，式( 6) 中
的坐标变换可以扩展到整个计算域，对于∀x'∈Ω'有:

x'=x+v ∀x∈Ω ( 9)
根据式( 9) 中的坐标变换，可以将 Ω'变换为 Ω; 因

此，式( 8) 可以转化为:
ρ( u·J－1∇) u－J－1div［η( J－1∇u+J－1∇uT) ］+

J－1∇p= 0 ∀x∈Ωf

ρ( u·J－1∇) u－J－1div［η( J－1∇u+J－1∇uT) ］+
J－1∇p= －αsu ∀x∈Ω \Ωf

J－1divu= 0 ∀x∈Ω
u=u0 ∀x∈Γi

u= 0 ∀x∈Γw

［－η( J－1∇u+J－1∇uT ) +pI］·n= 0 ∀x∈Γo



















( 10)
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式中: Ωf 为变换后的流体域，它满足关系 Ωf∪Ωs =Ω; J
为由式( 9) 导出的雅可比矩阵。

J= I+∇v ( 11)
由于固体变形是由流体流动施加的应力引起的，

因此流固界面处的固液应力满足以下连续条件:

Es

2( 1+k)
( ∇v+∇vT ) +

Es

1+k
× k
1－2k

divv( ) I[ ]·n=

［－η( J－1∇u+J－1∇uT) +pI］·n ∀x∈Γsf

( 12)
即流固界面处的流体应力为:

g=［－η( J－1∇u+J－1∇uT ) +pI］·n ∀x∈Γsf

( 13)
根据高斯定理，流固界面处的流体应力可以转化

为在 Ωs 区域内加载在固体上的体积力，即

f=J－1div［η( J－1∇u+J－1∇uT ) +pI］·n ∀x∈Ωs

( 14)
式中: f为等效于流固界面处流体应力的体积力。
然后，将扩展后的固体域控制方程进一步转化为:

div
Es

2( 1+k)
( ∇v+∇vT ) +

Es

1+k
× k
1－2k

divv( ) I[ ] = －f

∀x∈Ωs

div
Ef

2( 1+k)
( ∇v+∇vT ) +

Ef

1+k
× k
1－2k

divv( ) I[ ] = 0

∀x∈Ω \Ωs

v= 0 ∀x∈∂Ω∪Γ0

















( 15)
1．2 拓扑优化的材质插值
基于固体和流体域的可扩展性，可以定义具有二值

化的材质密度来表示结构拓扑，并区分填充在固体和流

体域中的固体材料和多孔材料。材质密度可定义为:

γp =
0 ∀x∈Ωs

1 ∀x∈Ωf
{ ( 16)

式中: γp 为材质密度。
根据确定的材质密度，填充在固体和流体区域的

固体材料的杨氏模量可表示为:

E=
Es γp = 0

Ef γp = 1{ ( 17)

式中: E为定义在计算域上的杨氏模量。
多孔材料在固体和流体域中的抗渗性能可以表

示为:

α=
αs γp = 0

αf γp = 1{ ( 18)

式中: α为计算域中定义的抗渗性; 对于流体，αf = 0。
同时，加载在固体上的体积力可以扩展到固体域

和流体域，即:

Ψf=ΨJ－1div［－η( J－1∇u+J－1∇uT ) +pI］=
－Ψ{ ρ［u·( J－1∇) ］u+αu} ∀x∈Ω ( 19)

同时:

Ψ=
1 γp = 0

0 γp = 1{ ( 20)

式中: Ψ为用来表示体积力存在的函数。
基于拓扑优化的材质分布方法，可将式( 16) 上的

二元材质密度放宽为在设计域［0，1］中连续变化。根
据放宽后的材质密度和式( 17) ～式( 19) 中杨氏模量、
抗渗性和体积力的表达式，可构造流固耦合问题的材

质插值，即:

E=
Ef+( Es－Ef ) γ

3
p ∀x∈ΩD

Es ∀x∈Ωs \ΩD

Ef ∀x∈Ωf \ΩD
{ ( 21)

α=
αf+( αs－αf ) γ

3
p ∀x∈ΩD

αs ∀x∈Ωs \ΩD

αf ∀x∈Ωf \ΩD
{ ( 22)

Ψ=
Ψf+( Ψs－Ψf ) γ

3
p ∀x∈ΩD

Ψs ∀x∈Ωs \ΩD

Ψf ∀x∈Ωf \ΩD
{ ( 23)

式中: αf 为流体的抗渗性，取值为 0; Ψs = 1 和 Ψf = 1为
力存在和消失的指标函数; ΩD 为设计域，它是计算域

的子集，即 ΩD⊂Ω。
材质密度是通过在设计域中定义的设计变量上

依次实现偏微分方程滤波和阈值投影得到的。这个
设计变量也在［0，1］内连续取值。这里使用阈值投影
去除灰色区域，并控制所得结构的特征尺寸。设计变
量的 PDE滤波器通过求解以下 PDE［26］实现:

－div( r2f∇γf ) +γf =γ ∀x∈ΩD

n·∇γf = 0 ∀x∈∂ΩD
{ ( 24)

式中: γ为设计变量; γf 为过滤后的设计变量; rf 为过
滤半径，它是常数。
滤波后材质密度的阈值投影实现［27-28］为:

γp =
tanh( βξ) +tanh［β( γf－ξ) ］
tanh( βξ) +tanh［β( 1－ξ) ］

( 25)

式中: β 和 ξ 为阈值投影参数，其值通过数值实验
确定［28］。

PDE滤波器的变分公式定义在 ΩD 上，它可以根
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据伽辽金方法推导为:

求 γf∈H( ΩD ) for γ
2∈L2( ΩD )

s．t． ∫ ΩD
( r2f γf·γ�f+γf γ�f－γ γ�f ) dΩ= 0

∀γ�f∈H( ΩD ) ( 26)

式中: γ�f 为 γf 的试函数; H( ΩD ) 为定义在空间 ΩD 上

的一阶 Sobolev 空间; L2 ( ΩD ) 为定义在 ΩD 上的二阶

Lebesque空间。
根据式( 21) ～式( 23) 的材质插值，可以将本文第

2．1节中的整体模型进一步变换为:

div
E

2( 1+k)
( ∇v+∇vT ) +

E
1+k

× k
1－2k

divv( ) I[ ] =

－Ψf ∀x∈Ω
v= 0 ∀x∈∂Ω∪Γ0











( 27)
ρ( u·J－1∇) u－J－1div［η( J－1∇u+J－1∇uT) ］+

J－1∇p= －αsu ∀x∈Ω

J－1divu= 0 ∀x∈Ω
u=u0 ∀x∈Γi

u= 0 ∀x∈Γw

［－η( J－1∇u+J－1∇uT ) +pI］·n= 0 ∀x∈Γo















( 28)
式( 27) 和( 28) 中的整体模型的变分公式被考虑

在 ΩD 上定义的一阶 Sobolev 空间中。它们可以根据
伽辽金法推导为:

求 v∈［H( ΩD) ］
d，其中 v= 0当∀x∈∂Ω∪Γ0

约束条件为:

∫
Ω
－ [ E

2( 1 + k)
( ∇v +∇vT ) + ( E

1 + k
× k
1 － 2k

×

divv )·I ] :∇ v� － Ψ{ ρ［u( J－1∇) ］u + αu}·

v�dΩ = 0 ∀ v�∈ H( ΩD ) ( 29)

求
u∈［H( ΩD) ］

d

p2∈L2( ΩD )
{
其中:

u=u0 ∀x∈Γi

u= 0 ∀x∈Γw
{
约束条件为:

∫
Ω
{ ρ［u·( J－1∇) ］u·u�+ η

2
( J－1∇u + J－1∇uT ) :

( J－1∇ u� + J－1∇ u�T ) － pJ－1div u� －

p�J－1divu + αu·u�}·det( J) dΩ = 0

∀ u�∈［H( ΩD) ］
d ∀ p�∈ H( ΩD ) ( 30)

式中: v�和u�分别为 v 和 u 的试函数; p�为 p 的试函数;
H( ΩD ) 为定义在 ΩD 上的一阶 Sobolev空间; L2( ΩD ) 为

定义在 ΩD 上的二阶 Lebesque 空间; d 为维数，对于二
维问题，其值为 2; det( J) 为雅可比矩阵的行列式。
1．3 流固耦合问题的拓扑优化模型
基于引入的整体模型和材质插值，流固耦合问题

的拓扑优化模型可以构造为如下形式。

求 γ∈［0，1］，使
J
J0
最小，其中:

J = ∫
Ω
A1( v，∇v; γ p ) dΩ + ∫

Ω
A2( u，J

－1∇u，p; γ p ) ·

det( J) dΩ + ∫
Γb
B1( v) dΓ + ∫

Γb
B2( u，p) dΓ

约束条件满足式( 24) 、式( 25) 、式( 27) 、式( 28) ，
以及:

v － v0 ≤ 1 × 10 －3

v =
1
ΩD
∫
ΩD
γ pdΩ

ΩD = ∫
ΩD
1dΩ










( 31)

式中: J0 为与设计变量初始分布相对应的设计目标
值; J为设计变量的设计目标值; A1、A2、B1 和 B2 为 J
的被积函数; Γb 为 Ω 边界的接口或外部部分; v 为固
体的体积分数; v0 为设定的固体体积分数; ΩD 为设

计域的体积。
1．4 拓扑优化模型的伴随分析
式( 31) 中的拓扑优化问题可以通过使用基于梯

度信息的迭代过程来解决，其中使用伴随灵敏度来确

定相关的梯度信息。对设计目标和体积约束进行连
续伴随分析，得到伴随灵敏度［29］。基于连续伴随分析
方法，推导出设计目标 J的伴随灵敏度 δJ为:

δJ = － ∫
ΩD
γ fa γ�dΩ ∀ γ�∈ L2( ΩD ) ( 32)

式中: γfa为过滤后设计变量 γf 的伴随变量; γ�为设计变
量 γ的试函数; δ为一阶变分算子。
伴随变量可以由变分公式中的伴随方程导出。

整体模型中控制方程的伴随方程的变分公式可导

出为:

ua∈［H( ΩD) ］
d u= 0 ∀x∈Γi∪Γw

pa∈L2( ΩD )
{
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约束条件为:

∫
Ω

{ ∂A2

∂u
·u�a +

∂A2

∂( J－1∇u)
: ( J－1∇ u�a ) +

∂A2

∂p
p�a +

p{ ［u�a·( J
－1∇) ］u + u·( J－1∇) u�a}·u�a +

η
2
( J－1∇ua + J－1∇uT

a ) : ( J
－1∇ u�a + J－1·

∇ u�T
a ) － p�aJ

－1div u�a － paJ
－1div u�a + αua·

u�a } det( J) － Ψ{ ρ［u�a( J
－1∇) u + u·

( J－1∇) u�a］+ α u�a}·vadΩ + ∫
Γb

∂B2

∂u
·ua +

∂B2

∂p
·padΓ = 0 ∀ u�a ∈［H( ΩD) ］

d

∀ p�a ∈ L2( ΩD ) ( 33)
求 va∈［H( ΩD) ］

d，其中 va = 0，当∀x∈∂Ω∪Γ0

时，约束条件为:

∫
Ω

∂A1

∂v
·v�a +

∂A1

∂∇v
:∇v�a － [ E

2( 1 + k)
(∇va +∇vTa ) +

E
1 + k

× k
1 － 2k

divva( ) I ] :∇ v�a － Ψρ·

u· ∂( J－1∇u)
∂∇v( ) :∇ v�a[ ]·va +

{ ρ u· ∂( J－1∇u)
∂∇v
:∇ v�a( )[ ] ua +

η
2
∂( J－1∇u)
∂∇v
:∇ v�a + ∂( J

－1∇uT)

∂∇v
:∇ v�a( ) :

J－1∇ua + J－1∇uT
a ) +

η
2
( J－1∇u + J－1∇uT( ) :

∂( J－1∇ua )

∂∇v
:∇ v�a +

∂( J－1∇uT
a )

∂∇v
:∇ v�a( ) －

－ p
∂( J－1divua )

∂∇v
:∇ v�a － pa

∂( J－1divu)
∂∇v
:

∇ v�a }·det( J) + { ρ［u( J－1∇) ］u·ua +

η
2
( J－1∇u + J－1∇uT ) : ( J－1∇ua +

J－1∇uT
a ) － paJ

－1divua － paJ
－1divu + αu·

ua}
∂det( J)
∂∇v
:∇ v�a( ) dΩ + ∫

Γb

∂B1

∂v
vadΓ = 0

∀ v�a ∈［H( ΩD) ］
d ( 34)

式中: ua、pa、va 分别为 u、p、v的伴随变量; u�a、p�a、v�a 分

别为 ua、pa、va 的试函数。
PDE滤波器伴随方程的变分公式如下:
求 γ fa ∈ H( ΩD )

s．t．∫
ΩD

∂A1

∂γ p

+
∂A1

∂γ p
( ) ∂γ p

∂γ f
γ�fa + ∂α

∂γ p

∂γ p

∂γ f
·

u·uadet( J) γ�fa － [ 1
1 － k

1
2∇

v + ∇vT( ) +

k
1 － 2k

divv( ) I ] :∇va
∂E
∂γ p

∂γ p

∂γ f
γ�fa － { ∂Ψ∂γ p

·

ρu·( J －1∇) u + αu[ ]·va + Ψ
∂α
∂γ p

u·va }·
∂γ p

∂γ f
γ�fa + r2f∇ γ�fa·∇ γ�fa + γ fa γ�fadΩ = 0

∀ γ�fa ∈ H( ΩD ) ( 35)

式中: γ�fa为 γfa的试函数。
对于体积约束，体积分数 v的伴随灵敏度 δv为:

δv = － ∫
ΩD
γ fa γ�dΩ ∀ γ�∈ L2( ΩD ) ( 36)

伴随变量 γfa可通过求解的 PDE 滤波器伴随方程
的变分公式得到:

求 γ fa ∈ H( ΩD )

s．t． ∫
ΩD

∂γ p

∂γ f
γ�fa + r2f γ fa∇ γ�fa + γ fa γ�fadΩ = 0

∀ γ�fa ∈ H( ΩD ) ( 37)
推导式( 32) 和式( 37) 中的伴随灵敏度后，设计变

量可以迭代演化，以确定流固相互作用问题的拓扑

结构。

2 数值实现

式( 31) 中的拓扑优化问题是通过使用下面描述
的迭代过程来解决的，其中包含了迭代解的循环。本
文利用有限元法求解了相关的偏微分方程和伴随方

程的变分公式［30］。
为保证数值解的良好拟合性，采用满足输入条件

的 Taylor-Hood 元求解流体流动［31］的控制方程，采用
二次元求解固体变形的控制方程。利用线性元插值
结构拓扑的设计变量，求解设计变量的偏微分方程滤

波器的变分公式和相应的伴随方程。计算域基于四
边形单元离散化的 Taylor-Hood、线性元和二次元网格
如图 2所示。
解决流固耦合拓扑优化问题的迭代求解伪代码

如下:
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式( 31) 的迭代解:

参数设置: 设 u0，ρ，η和 v0
设:

γ←v0，rf = 2h，ρ←1×103，η←1×10－3，nmax←1×10－3，

ni←1，ξ←0．5，β←1，αmax←104ρ，αmin←0，

Es←2×1011，Ef←10－6Es，v←0．33，Ψs←1，Ψf←0

循环

从式( 26) 求解 γf ;

投影 γf 得到 γp 并计算 v;

从等式( 29) 和( 30) 中求解 u、p、v，并计算 J /J0 ;

解等式( 33) 和( 34) 中的 ua、pa、va ;

从式( 35) 求解 γfa ;

根据式( 32) 计算 δJ;

从式( 37) 中求解 γfa ;

根据式( 36) 计算 δv;

根据 δJ和 δv更新;

if mod( ni，30) = = 0

β←2β
end if

if ( ni =nmax )

or

β = 210

1
5∑

4

m = 0
Jni－m － Jni－ ( m+1) / J0 ≤ 1 × 10 －3

v － v0 ≤ 1 × 10 －3
{

break

end if

ni←ni+1

结束循环

图 2 计算域基于四边形单元离散化的
Taylor-Hood、线性元和二次元网格

在迭代解循环中: h 为网络宽度; ni 为循环指数;

nmax为 ni 的最大值; Jni－m和 Jni－( m+1) 为第 ni －m 和 ni －
( m+1) 次迭代中 J 的值; mod 为用于获取余数的运
算符。
在迭代过程中，初始值为 1 的投影参数 β 每迭代

30次翻倍; 当达到最大迭代次数时，或连续 5 次迭代
中设计目标的平均变化和面积及体积约束的残差同

时满足时，循环停止。采用移动渐近线法更新设计
变量［32］。

3 算例结果

在本章中，利用上述理论和拓扑程序对 3 个二维
流固耦合问题进行固体结构拓扑优化，3 个例子分别
是二维悬臂梁支撑结构优化问题、二维悬臂梁在有外
力作用下支撑结构的优化问题和二维通道双侧支撑

结构优化问题。本文对单入口和单出口流固耦合结
构优化问题进行求解，流道宽度设为 1×10－4 m，流体
动力黏度设为 1 × 10－3 kg / ( m· s ) ，流体密度为 1 ×
103 kg /m3。网格使用均匀分布网格，物理场网格采用
线性四边形单元。
3．1 二维悬臂梁问题
二维悬臂梁流固耦合问题如图 3 所示，本算例实

现在 1～500雷诺数情况下的单入口单出口流固耦合
设计域结构拓扑优化问题。入口速度 w 分布为管道
中流体流动抛物线分布，w = 4×108U0y ( 10

－4 －y) ，y 为
纵坐标，U0 为入口最大速度; 出口为零通量。图 3 中，
左边为入口，右边为出口，深灰色区域为悬臂梁结构，

浅灰色区域为设计域，约束体积比设为 0．2，杨氏模量
Ef = 10

－9Es，Es = 2×10
11 Pa，迭代次数为 180 次，在迭代

过程中，初始值为 1 的投影参数 β 每迭代 20 次翻倍，
均匀分布网格如图 4 所示。求解采用稳态 PAＲDISO
求解器，相对容差为 1×10－4。

图 3 二维悬臂梁流固耦合问题

图 4 均匀分布网格

雷诺数为 1时设计变量的迭代演化过程和目标函
数收敛曲线如图 5所示。目标函数为柔顺度极小。
目标函数随迭代次数增加可以逐步稳定地收敛
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到一个数值，并且体积分数满足约束体积比 0．2，优化
结构在严格满足体积约束的情况下，计算区域的柔顺

度收敛于一局部值。二维悬臂梁支撑问题得到求解，
从而说明本算例能够有效证明流固耦合整体公式模

型在拓扑优化问题上的正确性和可行性。图 6所示为
雷诺数为 1时的流速结果和压强结果，在流速结果中，
经过悬臂梁上方时，由于通道变窄，流速变大，根据稳

定流体的伯努利方程可知，流体流经悬臂梁上方时，

在位能变化基本可以忽略的情况下，动能提高的结果

必然会导致压力能降低。由于选用出口压强为参考
面，所以出口压强为 0。

图 5 设计变量的迭代演化过程和目标函数收敛曲线

图 6 雷诺数为 1时的流速结果和压强结果

根据上述雷诺数为 1 的过程，重复 1～500 雷诺数
情况下的拓扑优化结构设计，得到 1 ～ 500 雷诺数下对
应的设计域拓扑结构和目标函数收敛值，如图 7所示，
拓扑结构清晰，因此此理论模型和拓扑优化计算程序

可以解 1～500 雷诺数情况下的悬臂梁支撑结构拓扑
优化问题。
3．2 二维受外力 F的悬臂梁问题
本算例实现单入口单出口，并且有外力 F 作用的

流固耦合设计域结构拓扑优化，雷诺数为 10，F 范围
为 0～1×104 N，其入口速度初始值为 w = 4×108U0y×

图 7 1～500雷诺数下对应的设计域
拓扑结构和目标函数收敛值

( 10－4－y) ，出口为零通量。二维悬臂梁受外力情况示
意图如图 8所示，左边为入口，右边为出口，深灰色区
域为悬臂梁结构，浅灰色区域为设计域，外力作用在

悬臂梁结构的右上角和流体域交点处，水平向右，约

束体积比设为 0．2，体积分数容差设置为 1×10－3，杨氏

模量 Ef = 10
－6Es，Es = 2×10

11 Pa，在迭代过程中，初始值
为 1 的投影参数 β 每迭代 30 次翻倍，迭代次数为
315次，在迭代过程中，同样采用均匀化网格分布。

图 8 二维悬臂梁受外力情况示意图

雷诺数为 10，F= 1×102 N设计变量迭代演化过程
和目标函数收敛曲线如图 9所示。

图 9 雷诺数为 10，F= 1×102 N设计变量迭代
演化过程和目标函数收敛曲线

和算例一类似，目标函数随迭代次数增加逐步稳定

地收敛到一个数值，并且体积分数满足约束体积比 0．2，
从而说明建立的流固耦合拓扑优化模型能解决有外力
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F=1×102 N作用下悬臂梁支撑结构拓扑优化问题。
雷诺数为 10，F= 1×102 N时的流速结果和压强结

果如图 10所示。

图 10 雷诺数为 10，F= 1×102 N时的流速结果和压强结果

另外对 F在范围 0～1×104 N的情况进行仿真，同
样可以得出稳定清晰的拓扑结构。悬臂梁在不同外
力情况下支撑结构拓扑优化结果如图 11所示，列出了
雷诺数为 10 情况下，F = 0、1×100、1×101、1×102、1×
103、1×104 N共 6种拓扑结构结果。各收敛曲线也如
图 9一样稳定收敛，拓扑结构清晰。说明悬臂梁所受
外力 F= 0～1×104 N 的情况下，本理论模型可以对二
维悬臂梁流固耦合问题进行拓扑优化求解。

图 11 悬臂梁在不同外力情况下支撑结构拓扑优化结果

3．3 管道优化
本算例主要实现单入口单出口的流道支撑结构

流固耦合设计域结构拓扑优化，雷诺数为 1 ～ 450，其
入口速度为 w = 4×108U0y ( 10

－4 －y) ，出口为零通量。
二维管道双侧支撑示意图如图 12 所示，左边为入口，
右边为出口，灰色区域为设计域，约束体积比设为

0．4，体积分数容差设为 1×10－3，迭代次数为 315 次，在
迭代过程中，初始值为 1的投影参数 β每迭代 20次翻
倍，同样采用均匀化网格分布。
通过修改参数入口流速来达到改变雷诺数的目

的，在雷诺数 1～450 的情况下进行优化仿真，图 13 所

示为部分雷诺数情况下的管道支撑拓扑结构。本文
通过修改流速来改变雷诺数 Ｒe 大小，即在不同流速
下，当流速大的时候，结构左侧材料分布增多 ( 图

13中圈出的位置) ，符合力学规律。二维管道的支撑
结构拓扑在工程中的直接意义为在满足性能要求约

束下最大限度节省材料，尤其在航空航天领域应用中

可以减轻重量。对于二维管道的结构拓扑优化结果
也验证了本文所建立的整体模型理论方法的适用性。

图 12 二维管道双侧支撑示意图

图 13 部分雷诺数情况下的管道支撑拓扑结构

4 结语

本文实现了定常流动、中低雷诺数( 1 ～ 500) 情况
下的流固耦合整体模型拓扑优化的理论推导、数值实
现和算例证明。创造性地建立了流固耦合问题拓扑
优化的整体模型，采用高渗透率多孔介质进行材质插

值，利用连续伴随分析方法获得伴随灵敏度，进而求

得拓扑结构。通过雷诺数 1 ～ 500 的二维悬臂梁和二
维管道流固耦合拓扑优化的算例，验证了理论的正确

性和可行性。为流固耦合的拓扑优化研究提供了理
论基础和一种新的研究思路。对于高雷诺数、非定常
流动流固耦合拓扑优化问题，是未来流固耦合研究的

攻坚方向。
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