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四齿轮啮合传动机构啮合条件
分析及瞬态动力特性研究

姜　鹏
中国科学院长春光学精密机械与物理研究所，吉林 长春１３００３３

摘　要　四齿轮封闭啮合是石油机械领域及柔性自动化领域里常见的传动机构。基 于 某 些 特 殊 工 况 要 求，从 动 齿

轮需要被设计成不完整齿轮，此时需要采用四齿轮啮合传动机构，增加啮合点来维持连续稳定的传动。首

先讨论了标准四齿轮封闭啮合传动机构的啮合条件，并根据实际设计工况需求，提出了满足啮合条件的啮

合相位角求解流程。基于ａｎｓｙｓ　ｗｏｒｋｂｅｎｃｈ的瞬态动力学分析软件，对四齿轮传动机构进行瞬态动力学分

析，探究了四齿轮啮合机构的瞬态动力学特性；对四齿轮啮合传动机构的优化设计有一定的指导意义。
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０引言

四齿轮封闭啮合机构已经在很多场景及领域中得到

应用。基于某些特 殊 工 况 的 要 求，从 动 齿 轮 需 要 被 设 计

成不完整齿轮，此时如果采用常规的齿轮啮合传动，当主

齿轮旋转至从动 齿 轮 缺 齿 位 置 时，主 齿 轮 和 从 动 齿 轮 将

会脱离啮合，机 构 不 能 完 成 连 续 的 传 动。所 以 此 时 需 要

采用四齿轮啮合传动机构，增加从动齿轮的啮合点，从而

维持连续传动。
关于四齿轮封 闭 啮 合 机 构 的 啮 合 条 件 问 题 分 析，已

有很多学者开展了研究。杨敏嘉［１］、赵海桥［２］、关沛丰［３］

等学者基于油田 动 力 钳 的 四 齿 轮 啮 合 机 构，分 析 了 钳 口

齿轮的安装条件，得出了四齿轮啮合的基本条件；高翔［４］

等基于悬索桥主缆缠丝机的缠丝传动机构研究了四齿轮

啮合条件，提出新的安装条件并基于ｅｘｃｅｌ提出了计算方

法。通过以上文献 可 知，四 齿 轮 啮 合 条 件 分 析 的 研 究 相

对成熟，但在实际机构设计过程中，以上方法使用并不便

利，且没有探讨多个啮合解之间的关系，方法具有一定的

局限性。本文分析 了 四 齿 轮 啮 合 机 构 的 啮 合 条 件，基 于

设计便利，提出了快速计算啮合解的方法，探讨了不同啮

合解之间的关系，同 时 对 四 齿 轮 啮 合 机 构 进 行 了 瞬 态 动

力学分析，探究了四齿轮啮合机构的瞬态动力学特性，对

四齿轮啮合机构的优化设计具有一定指导意义。

１四齿轮啮合传动机构啮合条件分析

图１为四齿轮啮合机构简图。图中圆弧实线为４个

齿轮 的 分 度 圆，齿 轮１为 主 齿 轮，齿 轮２齿 轮３为 惰 齿

轮，齿轮４为从 动 齿 轮。四 个 齿 轮 的 中 心 连 线 形 成 四 边

形，四边形的四个角分别为四个齿轮的啮合相 位 角α、β、

γ和δ，四个啮合相位角所对应的齿数分别为齿数ａ、齿数

ｂ、齿数ｃ和齿数ｄ。
基于标准 齿 轮 正 常 啮 合 条 件（模 数 相 等，压 力 角 相

等，安装中心距为标准中心距），当齿轮１、２啮合、齿轮２、

４啮合、齿轮１、３啮合时，齿轮３、４未 必 啮 合。基 于 推 理

可知，只有当啮合封闭区域内的累计齿数为整数时，齿轮

３才能与齿轮４啮合。同时由于齿轮２、３和 齿 轮１、４的

旋转方向相 反，所 以 四 齿 啮 合 的 基 本 条 件 为（ａ＋ｄ－ｂ
－ｃ）的数值为整数。基于这一条件，结合实际设计流程，

可得到以下啮合相位角计算方法。

图１　四齿轮啮合机构简图

在实际项目设计过程中，首先需要确定减速比，根据

减速比确定各级齿轮的模数、齿数和安装中心距，最后确

定四齿轮的啮合相位角α、β、γ和δ。
首先，齿数ａ、齿数ｂ、齿数ｃ和齿数ｄ分别等于：

ａ＝α２π
Ｚ１，ｂ＝β２π

Ｚ２，ｃ＝
γ
２π
Ｚ３，ｄ＝

δ
２π
Ｚ４；

　　其中，啮合相位角α、β、γ等于：

α＝ａｒｃｃｏｓ
ｌ１２２＋ｌ１３２－ｌ２３２

２ｌ１２ｌ１３（ ）
β＝ａｒｃｃｏｓ

ｌ２４２＋ｌ２３２－ｌ３４２

２ｌ２４ｌ２３（ ）＋ａｒｃｃｏｓｌ１２２＋ｌ２３２－ｌ１３２２ｌ１２ｌ２３（ ）
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γ＝ａｒｃｃｏｓ
ｌ３４２＋ｌ２３２－ｌ２４２

２ｌ３４ｌ２３（ ）＋ａｒｃｃｏｓｌ１３２＋ｌ２３２－ｌ１２２２ｌ１３ｌ２３（ ）
式中：ｌｉｊ为齿轮ｉ与齿轮ｊ的中心距，具体为：

ｌ１２＝
ｍ（Ｚ１＋Ｚ２）

２
；ｌ１３＝

ｍ（Ｚ１＋Ｚ３）
２

；

ｌ２４＝
ｍ（Ｚ２＋Ｚ４）

２
；ｌ３４＝

ｍ（Ｚ３＋Ｚ４）
２

；

ｌ２３＝ ｌ２４２＋ｌ３４２－２ｌ２４ｌ３４ｃｏｓ槡 δ；

ｌ１４＝ ｌ１２２＋ｌ２４２－２ｌ１２ｌ２４ｃｏｓ槡 β
　　令ａ＋ｄ－ｂ－ｃ＝ｎ，ｎ为整数，此时方程中只含有一

个未知数δ，由此可以解算出啮合相位角δ。但整数ｎ并

不可以取任意整数值，因为实际计算中，四齿啮合机构还

要考虑到相对的 齿 轮 不 发 生 干 涉，所 以 解 算 出 来 的 计 算

结果还必须同时满足以下两个不等式条件：

ｍ（Ｚ２＋２）
２ ＋

ｍ（Ｚ３＋２）
２ ＜ｌ２３，

ｍ（Ｚ１＋２）
２ ＋

ｍ（Ｚ４＋２）
２ ＜ｌ１４

　　通过数学计 算 软 件，可 以 轻 松 计 算 出 满 足 啮 合 条 件

的所有啮合相位角的解。

表１　齿轮参数表

齿轮名称 模数 ／ｍｍ 齿数 压力角 ／° 齿宽／ｍｍ

齿轮１、２、３　 １．５　 １２　 ２０　 ４．５

齿轮４　 １．５　 ７０　 ２０　 ５

　　以实际工程项目为例，研究啮合相位角的解与（ａ＋ｄ
－ｂ－ｃ）的关 系。表１为 实 际 工 程 项 目 中 根 据 具 体 减 速

比及空间排布所确定的齿轮参数。表中齿轮１为主动齿

轮，齿轮２及齿轮３为惰齿轮，齿轮４为从动齿轮。该案

例中主动齿轮和惰齿轮的参数完全相同。

图２　啮合相位角δ与（ａ＋ｄ－ｂ－ｃ）的关系

图２为根据上 述 啮 合 相 位 角 计 算 方 法，通 过 数 学 计

算软件求解 得 到 的 所 有 满 足 四 齿 啮 合 要 求 的 啮 合 相 位

角。图中ｘ轴为所取的（ａ＋ｄ－ｂ－ｃ）的值，ｙ轴为求解

出来的啮合相位角δ。从图中可得知，满足啮合条件的解

共有８个，啮合相位角δ与（ａ＋ｄ－ｂ－ｃ）值近似于线性

关系。图３为 不 同（ａ＋ｄ－ｂ－ｃ）值 时 四 齿 轮 的 啮 合 情

况。可以得知，当ｎ值 增 大 时，啮 合 角δ增 大，齿 轮２与

齿轮３距离增 大，齿 轮１与 齿 轮４距 离 减 小。当（ａ＋ｄ
－ｂ－ｃ）值大于５或者小于－２时，相对的齿轮 已 经 发 生

干涉，此时的解为无效解。

图３　不同（ａ＋ｄ－ｂ－ｃ）值时四齿轮啮合情况

工程设计时，需 要 根 据 实 际 的 情 况 对 满 足 啮 合 条 件

的解进行取舍，（ａ＋ｄ－ｂ－ｃ）太大时，齿轮１和齿轮４距

离较近，润滑液流动空间很小，设计不合理；当（ａ＋ｄ－ｂ
－ｃ）太小时，齿 轮４的 缺 口 弧 长 大 于 齿 轮４的 两 个 啮 合

点得到的弧长，无法实现连续传动。

２四齿轮啮合机构瞬态动力学分析

对四齿轮封闭 啮 合 机 构 进 行 瞬 态 动 力 学 分 析，校 核

机构的强度，可 以 了 解 机 构 的 动 力 学 特 性。为 了 更 好 地

了解四齿轮封闭 啮 合 的 特 性 和 优 点，本 文 添 加 了 三 齿 轮

啮合动力学分析对照组。

２．１预处理及解算设置

本文采 用４５ＣｒＭｏ材 料 进 行 有 限 元 瞬 态 动 力 学 分

析，具体力学性能指标见表２。

表２　材料参数

材料
密度

ｋｇ／ｍ３
杨氏模量

ＭＰａ
泊松比

许用应力

ＭＰａ
接触需用

应力 ＭＰａ

４５ＣｒＭｏ　 ７　８５０　 ２０６　０００　 ０．２９　 ５５８　 ７４５

　　采用ａｎｓｙｓ　ｗｏｒｋｂｅｎｃｈ中的ｔｒａｎｓｉｅｎｔ　ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ模块

对四齿轮啮合及 三 齿 轮 啮 合 机 构 进 行 瞬 态 动 力 学 分 析。
首先通过ＵＧ软件 对 四 个 齿 轮 进 行 参 数 化 建 模，齿 轮 参

数见表１，然 后 生 成 齿 轮 啮 合 装 配 体，导 入 到 ｗｏｒｋｂｅｎｃｈ
中。本文选取的啮合相位角δ为２４．９０４　９。

将 四 齿 轮 啮 合 装 配 体 导 入 到 ｗｏｒｋｂｅｎｃｈ 软 件

ｔｒａｎｓｉｅｎｔ　ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ模块中，进 行 前 处 理 设 置。四 个 齿 轮

转轴位置添加类 型 为ｒｅｖｏｌｕｔｅ的ｊｏｉｎｔ约 束，在 四 个 齿 轮

的齿 面 相 互 接 触 位 置 添 加 接 触 约 束，接 触 类 型 为

Ｆｒｉｃｔｉｏｎａｌ，摩擦系数为０．１。
对装配体进行 网 格 划 分，齿 面 位 置 网 格 尺 寸 设 置 为

０．５ｍｍ，其余齿 轮 主 体 位 置 设 置 为１ｍｍ。模 型 网 格 单

９３
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元数为２７　１１９，节点数为１４２　５３９，网格平均质量为０．７８，
网格质量较好。图４为网格划分示意图。

图４　四齿轮啮合机构网格划分

对齿轮副设置载荷约束。对齿轮１施加１５ｒａｄ／ｓ的

转动速度，对齿轮４施 加８０Ｎ．ｍ的 阻 尼 力 矩，力 矩 方 向

与齿轮４转动方向相反。求解时，结算时间设置为０．１ｓ，
初始子步设置为２００，最小子步设置２０，最大子步设置为

１　０００。
三齿轮啮合机构与四齿轮啮合机构相比减少了齿轮

２，其余的前处理设置和载荷约束施加设置完全相同。

２．２计算结果分析

四齿轮啮合的等效应力云图如图５所示。从计算结

果可以得知，在齿轮转动过程中，齿轮最大等效应力发生

位置在齿轮１的齿根处，最大等效应力为５１５．８ＭＰａ，小

于材料的许用弯曲应力５５８ＭＰａ，抗弯强度校核合格。

图５　四齿轮啮合等效应力云图

四齿轮啮合的接触应力云图如图６所示。四齿轮啮

合共具有四个工作接触面，分别为齿轮１、２接触面、齿轮

１、３接触面、齿轮２、４接触面以及齿轮３、４接触面。图中

可得知，整个转 动 过 程 中，最 大 的 接 触 应 力 为４８９ＭＰａ，
小于接触许用应力，接触强度校核合格。

提取齿轮啮合 过 程 中 接 触 面 最 大 接 触 应 力 情 况，具

体数据如图７至图９所示。可以得知几处接触面的最大

接触应力基本相同。
图７为齿轮１、２及齿轮１、３接触面的最大接触应力

随时间变化图。从 图 中 可 以 得 知，齿 轮 两 个 接 触 位 置 的

最 大 接 触 应 力 具 有 周 期 波 动 性，且 波 动 周 期 基 本 相 同。

这是因为齿轮１、２及齿轮１、３的啮合重合度在１和２之

间，啮合过程中一部分时间两齿轮有两个齿面相接触，而

另一部分时间仅有一个齿面接触，接触面积变小，接触应

力变大，所以接触应力具有周期性。同时可以发现，两接

触面最大接触应力波动的相位基本相同。

图６　四齿轮啮合接触应力云图

图７　齿轮１２和齿轮１３最大接触应力

图８　齿轮１２和齿轮２４最大接触应力

图８为齿轮１２和齿轮２４最大接触应力随时间变化

图。图中可以得知，两接触面最大接触应力基本相同，但

０４
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最大接触应力波动的相位有明显不同。波动相位差与啮

合相位角有 关。当 齿 轮２转 动 一 个 齿 的 角 度２π／Ｚ２时，
接触面最大接触 应 力 刚 好 完 成 一 个 波 动。齿 轮１２与 齿

轮２４的啮合相位角为β，即当齿轮２转动β角时，最大接

触应力波动 的 周 期 数 为（βＺ２）／（２π），即 两 接 触 面 的 波 动

相差的周期数为（βＺ２）／（２π），所 以，该 值 越 接 近 整 数，则

两波动的相位差越小。经过计算可以得到（βＺ２）／（２π）＝
３．１６３，（αＺ１）／（２π）＝４，（δＺ４）／（２π）＝４．８４，可 知 只 有 齿

轮１２齿 轮１３接 触 面 最 大 接 触 应 力 波 动 相 位 差 基 本 相

同，其余两处波动相位均不同，与分析结果吻合。

图９　齿轮２４和齿轮３４最大接触应力

图９为齿轮２４和齿轮３４最大接触应力随时间变化

图。由图可知，两个接触面的最大接触应力基本相同，最

大接触应力波动的相位不同，与上述分析结果吻合。
三齿轮啮合的等效应力云图如图１０所示，与四齿轮

啮合相比，齿轮最 大 等 效 应 力 发 生 位 置 仍 然 在 齿 轮１的

齿根处，但最大等效应力为９７３ＭＰａ，远大于四齿轮啮合

的最大 等 效 应 力，同 时 已 经 大 于 材 料 的 许 用 弯 曲 应 力

５５８ＭＰａ，抗弯强度校核不合格。

图１０　三齿轮啮合机构最大等效应力

图１１为两种啮合机构齿轮３４接触面最大接触应力

随时间变化图。从 图 中 可 以 得 知，三 齿 轮 啮 合 与 四 齿 轮

啮合相比，接触面 最 大 接 触 应 力 波 动 趋 势 及 周 期 完 全 相

同，但三齿轮啮合 各 接 触 面 最 大 接 触 应 力 远 大 于 四 齿 轮

啮合的各个接触 面，且 整 个 转 动 过 程 中 最 大 接 触 应 力 达

到９５０ＭＰａ，已远大于许用接触应力，所以三齿轮啮合机

构接触强度校核 不 合 格。由 此 可 以 得 知，在 采 用 一 定 传

动比进行减速时，增 加 啮 合 齿 轮 数 可 以 大 幅 度 改 善 机 构

受力情况。

图１１　两种啮合机构齿轮３４最大接触应力

３结语

（１）本文总结了四齿轮封闭啮合机构的啮合条件，根

据实际设计工况 需 求，提 出 了 满 足 啮 合 条 件 的 啮 合 相 位

角求解流程，并探究了不同啮合解之间的关系。
（２）基于ａｎｓｙｓ　ｗｏｒｋｂｅｎｃｈ软件对四齿轮啮合及三齿

轮啮合机构进行瞬态动力学分析。四齿轮啮合机构分析

结果显示，机构抗 弯 强 度 和 接 触 强 度 校 核 合 格；同 时，齿

轮啮合接触面的 最 大 接 触 应 力 具 有 周 期 波 动 性，同 一 齿

轮的两个啮合接 触 面 最 大 接 触 应 力 的 波 动 相 位 差，与 齿

轮啮合相位角有关。
（３）对比四齿 轮 啮 合 机 构 和 三 齿 轮 啮 合 机 构 的 分 析

结果，可得知，三齿轮啮合各接触面最大接触应力的波动

特性与四齿轮啮 合 完 全 相 同，但 三 齿 轮 机 构 的 最 大 等 效

应力和最大接 触 应 力 远 远 大 于 四 齿 轮 啮 合 结 构。所 以，
在采用一定传动 比 进 行 传 动 时，采 用 四 齿 轮 啮 合 机 构 可

以大幅度改善机构受力情况。
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