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摘要 针对多失效相关的动态机械系统，利用 Copula 函数描述各单元之间失效模式的相关性，提出了一种具有多
失效相关的动态机械系统可靠性模型，采用 Ｒ-Vine Copula函数将复杂系统的可靠性问题转化为多个二维 Pair Copula函
数进行分析，利用最大生成树算法( MST) 选定最优 Ｒ-Vine结构，通过非参数核密度估计( KDE) 对模型中的时变参数进
行描述，并重点对机械系统中常见的串-并联系统( 混联系统) 进行建模分析，最后通过航天器开闭轴系的算例，验证该模
型的有效性。
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Abstract Aiming at the dynamic mechanical system with multiple failure correlation，the copula function is used to

describe the correlation of failure modes among units，and a reliability model of dynamic mechanical system with multiple failure
correlations is proposed． The reliability problem of complex system is transformed into multiple two-dimensional pair copula
functions by using Ｒ-Vine copula function． The optimal Ｒ-Vine structure is selected by using MST algorithm． The time-varying
parameters in the model are described by nonparametric kernel density estimation ( KDE) ． The common series parallel system
( hybrid system) in mechanical system is modeled and analyzed． Finally，the effectiveness of the model is verified by an example
of spacecraft open and close shafting．
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引言

在大型航天设备性能大幅提升的同时，其机械系

统的复杂程度也在相应提升。为了提高系统的可靠
性，降低系统的失效概率，串-并联系统( 混联系统) 在
设计阶段得到了大量应用，其主要目的在于增加系统

的冗余程度。

目前经典的可靠性理论［1］对于混联系统可靠度

的计算，均假设各单元独立，将系统等效成串联系统，

运用概率乘法原理得出系统的可靠度。这样的可靠性
计算方法并未考虑到各单元之间失效模式的相关性，

而在实际的工况下，机械系统的失效多是由于单个单

元失效进而导致存活单元的工况恶化、载荷增大，最终
使得系统的失效率增大。由此可以看出，传统的混联
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系统可靠性计算模型过于理想化，在实际应用的过程

中存在一定的局限性。另外，随着系统的复杂程度的
提高，各单元之间的相关性也就越强，且这种相关性往

往是非线性的，如何构建出一个高维函数来准确描述

动态系统的可靠性成为可靠性领域的研究重点。
近年来许多国内外学者尝试运用多种不同的方法

来刻画系统可靠性中各单元间的相关关系。袁涛［2］

以线性相关系数 ρ为基础，结合摄动分析法，给出了任
意分布的随机变量的灵敏度分析模型。吴帅兵等［3］

尝试运用正交变换 Nataf 变换刻画系统可靠性中的相
关关系。喻天翔等［4］尝试运用一种相关系数的新理
论来进行机械系统可靠性中相关性的描述。另外，
Mosleh A［5］对可靠性中的共因失效做了详细的阐述。
随着统计学领域中 Copula函数理论的发展，为解决系
统可靠性问题提供了新的方法。目前国内已有部分学
者将 Copula函数的有关理论应用到机械系统可靠性
的研究中，其中唐家银等［6-7］、易文德等［8］运用 Copula
函数构建出表决系统可靠性模型，胡启国等［9］运用 D-
Vine Copula函数耦合出复杂串联系统的可靠性模型。
但上述学者的研究成果只解决了系统各单元间相依性

的问题，对于实际系统的求解精度仍有相当的偏差。
相比之下，Ｒ-Vine Copula 函数具有结构灵活，拟合优
度高等特点，但其结构形式多样，解算极其繁琐，因此

并未应用在机械系统可靠性计算方面。
文章以机械系统中常见的串-并联系统( 混联系

统) 作为研究对象，通过 Ｒ-Vine Copula 函数构造出高
维动态系统的可靠性模型，利用最大生成树算法

( MST) 明确 Ｒ-Vine 结构形式，进一步简化其结构，降
低了解算的复杂度，将 Ｒ-Vine模型推广到可靠性领域
中，为复杂系统可靠性预测提供了更为准确的模型，同

时针对时变参数估计量的无偏性问题，引入非参数核

密度估计法( KDE) 来明确其取值，并通过具体的算例
进行定量分析。

1 Copula函数相关理论

1. 1 基本概念
Copula函数是一类满足特定条件的函数的总称，

能够将多元联合分布的密度函数分解成 n个边缘分布
与 Copula函数的乘积，下面给出 n维 Copula函数的定
义［10］。
多元 Copula 函数 C( u1，…，un ) 为满足以下条件

的函数:

( 1) 函数 C( u1，…，un ) 的定义域为［0，1］
n。

( 2) 函数 C( u1，…，un ) 是具有零基面且 n 维递增
的。
( 3) 任意的 ui ∈［0，1］，i = 1，2，…，n，满足

C( 1，…，1，ui，1，…，1) = ui

C( u1，…，ui－1，0，ui+1，…，un ) = 0
( 4) 若 u1，…，un 相互独立，则有

C( u1，…，un ) = u1…un

多元 Copula 函数的 Sklar 定理，给出了构建联合
分布的一般方法。下面给出 Sklar 定理的具体描
述［11］201-265。
假定 F1( x1 ) ，F2( x2 ) ，…，Fn( xn ) 为一维连续分布

函数，令 u1 = F1( x1 ) ，u2 = F2( x2 ) ，…，un = Fn( xn ) ，则

u1，u2，…，un 均为服从［0，1］区间内的均匀分布，即
C( u1，u2，…，un ) 是一个边缘分布服从［0，1］区间内的
联合分布函数。令 F( x1，x2，…，xn ) 为具有边缘分布

函数 F1( x1 ) ，F2( x2 ) ，…，Fn( xn ) 的联合分布函数，则

存在一个多维 Copula 函数 C( u1，u2，…，un ) ，能够“连
接”起边缘分布函数 F1( x1 ) ，F2( x2 ) ，…，Fn( xn ) 和联

合分布函数 F( x1，x2，…，xn ) ，具体表现形式如下

F( x1，x2，…，xn ) = C( F1( x1 ) ，F2( x2 ) ，…，Fn( xn ) ) =

C( u1，u2，…，un ) ( 1)
多元 Copula函数的 Sklar定理揭示了多个随机变

量可由各自的边缘分布耦合成联合分布，且各变量之

间的相关性由 Copula 函数表征，针对不同的相关性，
有不同的 Copula 函数来描述，相关程度则反映到
Copula函数中的有关参数上面。
1. 2 Copula函数的种类与相关性测度
作为一种连接函数，Copula 函数包含了许多不同

的分布族，其中较为常见的有两类，分别是椭圆分布族

和 Archimedean分布族，椭圆分布族中又包含了正态
分布族和 t 分布族; Archimedean 分布族中常用的有
Gumbel Copula、Frank Copula、Clayton Copula 和阿基米
德 Copula，下面简要介绍一下各个 Copula 函数以及其
相关性测度。
正态 Copula分布函数的表达式为［11］28-29

C( u1，u2，…，un ; θ) = φθ( φ
－1( u1 ) ，φ

－1( u2 ) ，…，φ
－1( un ) )

( 2)
其中，φθ 为表示相关系数矩阵为 θ的 n维标准正态分
布的分布函数，φ －1( ) 为标准正态分布的分布函数的

逆函数。正态 Copula 函数仅能描述对称的尾部相关
性，因此局限性较大。

t-Copula 函数的分布函数和密度函数表达
式［11］30-31

C( u1，u2，…，un ; θ，k) = tθ，k［t
－1
k ( u1 ) ，

t －1k ( u2 ) ，…，t
－1
k ( un ) ］ ( 3)
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( 4)
其中，θ为对角线上元素全为 1 的 n 阶对称正定矩阵，
tθ，k 为相关系数矩阵为 θ、自由度为 k 的标准 n 维 t 分
布的分布函数，t －1k 为自由度为 k的一元 t分布的分布
函数的逆函数

ξ' = t －1k ( u1 ) ，t
－1
k ( u2 ) ，…，t

－1
k ( un ) ( 5)

t-Copula 同样也仅能描述对称的尾部相关性，但
与正态 Copula相比，由于尾部较厚，针对尾部相关性
的描述更精确。
阿基米德 Copula 分布函数的定义，由 Genest 和

Mackay在 1986年给出，其表达式为［11］32-33

C( u1，u2，…，un ) = φ －1［φ( u1 ) ，φ( u2 ) ，…，φ( un) ］

( 6)
式中，φ( ui ) 称为生成元，根据生成元可以构造出阿

基米德 Copula 函数，构造时生成元需满足［0，1］上为
凸减函数。阿基米德 Copula 函数的尾部特性并不对
称，因此对于非对称的随机变量间的相关性能够很准

确的描述。比较常用的有 Gumbel Copula、Frank
Copula和 Clayton Copula，下面分别介绍各自的分布函
数。

Gumbel Copula的分布函数为［11］32-33

C( u1，u2，…，un ; θ) = e －［∑
n

i = 1
( － lnui) θ］

1
θ ( 7)

其生成元为 φ( u; θ) = ( － lnu) θ，其中 θ ∈［1，
∞ ) 。该函数的特点为描述各随机变量间的正相关
性。

Frank Copula的分布函数为［11］35-36

C( u1，u2，…，un ; θ) = －
1
θ
ln［1 +

∏
n

i = 1
( e －θui － 1)

( e －θ － 1) n－1
］

( 8)

其生成元为 φ( u; θ) = － ln
e －θu + 1
e －θ － 1
，参数 θ 的取

值范围与维度有关，且表示的相关性也不同。当 n = 2
时，θ ∈ ( － ∞，+ ∞ ) ，Frank Copula函数尾部渐进于
独立，即能描述正相关性也能描述负相关性; 当 n≥3
时，θ ∈ ( 0，∞ ) ，仅能描述正相关性。

Clayton Copula的分布函数为［11］34-35

C( u1，u2，…，un ; θ) = (∑
n

i = 1
u－θ
i － n + 1)

－ 1
θ ( 9)

其生成元 φ( u; θ) = u－θ － 1，θ ∈ ( 0，∞ ) ，Clayton

Copula 函数仅能描述各随机变量间的正相关性，与
Frank Copula函数相比，Clayton Copula 对下尾的变化
比较敏感，而在上尾部分，变量则是渐进于独立的。
每一类 Copula函数均表示了不同的相关结构，至

于各随机变量之间相关性的强弱，则由相关参数 θ 来
表示，而在动态系统中，由于考虑了时间序列，这一相

关参数则是时间 t 的一元函数，用于表征相关性随时
间的变化，本文采用非参数核密度估计法( KDE) 来估
计相关参数 θ( t) 的密度函数，详细描述见第三章，这
里先简要介绍表征相关性的 Kendall秩相关系数。

Kendall秩相关系数是用来表征随机变量之间的
相关性的一种参数，其基本概念为［11］58-60 :

令 ( x1，y1 ) ，( x2，y2 ) ，…，( xn，yn ) 为随机变量 ( X，
Y) 的 N 组观测值样本，任意抽取两组观测值 ( xi，yi )

和( xj，yj ) ，若 ( xi，yi ) ( xj，yj ) ＞ 0，则称两组观测值是
和谐的，此时 X和 Y正相关; 反之，则称两组观测值不
和谐，X与 Y负相关。Kendall秩相关系数可由下式计
算得出

τ = c － d
C2

N

( 10)

式中，C2
N 表示从样本中选取的 ( xi，yi ) 和( xj，yj ) 所组

成的组合数，c 表示其中和谐的组合数，d 表示不和谐
的组合数。τ ∈［－ 1，1］，其值越是趋近于区间端点，
表明两个随机变量间的一致相关性越强。此外，表征
相关性的参数还有 Spearman ρ 相关系数以及 Gini 关
联系数 γ，这些相关性测度的表征参数均是从样本观
测值和谐的概念入手的，这里不再赘述。
虽然 n维 Copula 函数能够描述多个具有相关性

的随机变量的联合分布，但是随机变量之间的相关性

却被限制在相同的情况下，也就是说，上述的各种

Copula函数各自只能描述一种相关性的随机变量，但
在实际的情况下，我们需要描述的系统，各随机变量之

间的相关性往往表现出不同的类别，因此，Joe H［12］提
出了 Pair Copula的概念，其利用条件 Copula 函数，将
高维随机变量的联合分布转化为多个不同的二维

Copula函数的乘积，这样的分解方法也叫 Vine ( 藤)
Copula。

Vine Copula 主要分为 三 种，分 别 是 C-Vine
Copula、D-Vine Copula 和 Ｒ-Vine Copula。其中 C 藤和
D藤结构简单，解析起来也较为方便，C 藤适合于描述
存在某一主导因素的结构当中，即存在一个主导变量

且与其他随机变量均具有相关性。D 藤结构固定，无
法拟合出更复杂的相关性结构。相比之下，Ｒ 藤虽结
构复杂，形式多样，解析起来较为繁琐，但也是最为灵

活的一类 Vine Copula 函数，本文运用 Ｒ 藤 Copula 函
数建立模型，并采用最大生成树算法进一步选择最优
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的 Ｒ藤结构。
1. 3 Ｒ-Vine Copula函数

Ｒ-Vine Copula也称正则藤( Ｒegular Vine) ［13］，其
对于高维随机变量的联合分布的分解过程，主要通过

树形的嵌套结构来分层表示。对于一个 n 维的 Ｒ 藤
结构，共需要 n－1 层树，每层树结构均由若干的邻边
连接不同的节点所组成，上层树中相邻节点间的邻边

作为下层树的节点不断延伸。Ｒ 藤结构种类繁多，以
5维为例，具体结构就有 240种，如何选取最优的 Ｒ藤
结构，成为拟合模型的关键。而最大生成树算法
( MST) 的出现，为 Ｒ 藤结构的选择提供了理论依据。
图 1为一种典型的 5维 Ｒ藤结构，下面以此为例，简要
介绍 Ｒ藤结构的构造过程。

图 1 典型的 5维 Ｒ-Vine Copula结构
Fig．1 Typical five dimensional Ｒ-Vine Copula structure

图 1所示的 5维 Ｒ-Vine Copula结构共有 4 层树，
按照相邻边作节点，从第一层延伸至第四层，其构造流

程如下:

⑴选定第一层结构。首先由观测值计算出任意两
个随机变量之间的 Kendall 秩相关系数，依据最大生
成树算法( MST) ，筛选出 Kendall 秩相关系数的绝对
值最大的变量对，并以单个随机变量作为第一层树的

节点，将这些变量对连接起来，同时满足“每个节点至
少有一条边与之连接”的原则，便构造出第一层树。

⑵确定每条边对应的二维 Copula 函数的类型。
依据赤池信息准则( AIC) ，选取 Copula 函数的类型。
具体表达式为［14］

AIC = 2k + nln(
ssr
n
) ( 11)

其中，k为分布函数中的参数个数，n 为样本的容量，
ssr表示残差平方和。AIC 值越小，表明所选取的
Copula函数越是能够准确的描述随机变量间的相关关
系。通过计算筛选出 AIC 值最小的分布函数，将其选
为邻边处的二维 Copula函数。

⑶选定下层结构。基于二维 Copula 函数，得出条

件 Copula函数，进而代入下层结构，以上层树中相邻
节点间的邻边作为下层树的节点，按照最大生成树算

法( MST) 和 AIC准则，选定第二层树结构。
( 4) 重复步骤( 3) ，继续构建其他层结构，直到节

点个数仅剩 2个为止，便完成 Ｒ-Vine Copula结构的创
建。
对于一个 n维的 Ｒ-Vine Copula结构，将每一层树

的连接边作为集合 P1，…，Pn－1。则由文献［15］可知，
基于 Ｒ藤模型的联合概率密度函数为

f( x1，x2，…，xn ) =∏
n

k = 1
fk( xk )∏

n－1

i = 1
∏
p∈pi

csp，a，sp，b | Dp

( Fsp，a| Dp
( xsp，a | xDp ) ，Fsp，b| Dp

( xsp，b | xDp ) ) ( 12)

式中，fk( xk ) 为各随机变量的边缘密度函数，p为连接
节点 a、b的边，sp，a，sp，b 为节点 a、b上所有非条件变量
的变量集合，Dp 为边 p 上所有条件变量的集合，
Fsp，a| DP
( xsp，a | xDp ) 为二维 Copula 函数下的条件分布

函数。

2 混联系统可靠性模型

串-并联系统也称作混联系统，是由若干个串联体
系和并联体系连接而成。由于能够增加系统的冗余程
度，混联系统在航天工程中大量应用，像美国哈勃空间

望远镜( HST) 的遮光板启闭轴系以及詹姆斯-韦伯空
间望远镜( JWST) 的多层席状遮光装置等均采用混联
系统提高可靠性。
图 2所示为由 n 个单元组成的串-并联系统的逻

辑图，针对这样一个混联系统，先将该系统转化为等效

串联系统，进而求解系统的生存函数。转化后的等效
串联系统如图 3。

图 2 典型的串并联系统逻辑图
Fig．2 Typical logic diagram of series parallel system

图 3 等效串联系统逻辑图
Fig．3 Logic diagram of equivalent series system

图 2所示的混联系统中，共有 n个单元所组成，其
中 m个单元组成并联体系，设其生存函数为 Ｒ ( 1) ( t) ，
其余 n － m 个单元组成串联体系，生存函数为
Ｒ ( 2) ( t) 。假设第 i个单元的寿命为 Xi，且 i = 1，2，…，



90 机 械 强 度 2022年

n，令 Fi( t) =P( Ti ≤ t) 为 Xi 的分布函数，对于并联体

系，可看做由
m
3 个子系统并联而成

，且每个子系统又

是由相邻的单元组成的串联分系统。各单元的可靠性
函数为 Ｒi( t) =1 － Fi( ti ) ，i= 1，2，…，n，则串联分系统
的寿命为其所包含的各部件中寿命最小的，即

T1 = min( X1，X2，X3 )

T2 = min( X4，X5，X6 )

……
Tm

3
= min( Xm－2，Xm－1，Xm )











( 13)

令串联分系统的生存函数为 Ｒi
F( t) ，i = 1，2，…，

m
3
，

以第一个串联分系统 Ｒ1
F( t) 为例，其可靠性函数为

Ｒ1
F( t) = P( T1 ＞ t) = P{ min( X1，X2，X3 ) ＞ t} =

P( X1 ＞ t，X2 ＞ t，X3 ＞ t)
由于事件发生概率 P( X1 ＞ t，X2 ＞ t，X3 ＞ t) 难以直接

求解，为此通过其逆事件 P( ∪
3

i = 1
Xi ≤ t) 进一步转化为

Copula函数的形式求解，即

P( X1 ＞ t，X2 ＞ t，X3 ＞ t) = 1 － P( ∪
3

i = 1
Xi ≤ t) =

1 －∑3

i = 1
P( Xi ≤ t) + ∑1≤i ＜ j≤3

P( Xi ≤ t，Xj ≤ t) －

∑1≤i ＜ j ＜ k≤3
P( Xi ≤ t，Xj ≤ t，Xk ≤ t) = 1 －

∑3

i = 1
( 1 － Ｒi( t) ) +∑1≤i ＜ j≤3

C2( 1 － Ｒi( t) ，1 － Ｒj( t) ) －

∑1≤i ＜ j ＜ k≤3
C3( 1 － Ｒi( t) ，1 － Ｒj( t) ，1 － Ｒk( t) ) ( 14)

并联结构的寿命可表示为 T = max( X1
F，X

2
F，…，

X
m
3
F ) ，其中，X

i
F 为各串联分系统的寿命，i = 1，2，…，

m
3
，则联合分布函数可表示为

F( t1，t2，…，t m3 ) = P( X1
F ≤ t1，X

2
F ≤ t2，…，X

m
3
F ≤ t m

3
)

由多元 Copula 函数的 Sklar 定理，将联合分布函
数表示为

F( t1，t2，…，t m3 ) = C( F1
F( t1 ) ，F

2
F( t2 ) ，…，F

m
3
F ( t m3 ) )

( 15)
式中，Fi

F( t) = P( Ti
F ≤ t) 表示 Xi

F 的分布函数，则并联

结构的可靠性函数为

Ｒ ( 1) ( t) = P( T ＞ t) = P{ max( X1
F，X

2
F，…，X

m
3
F ) ＞ t} =

1 － P{ max( X1
F，X

2
F，…，X

m
3
F ) ≤ t} =

1 － C( F1
F( t1 ) ，F

2
F( t2 ) ，…，F

m
3
F ( t m3 ) ) =

1 － C( 1 － Ｒ1
F( t) ，1 － Ｒ2

F( t) ，…，Ｒ
m
3
F ( t) )

( 16)
而对于串联结构，系统的寿命取决于系统内寿命

最小的单元，其寿命可表示为 T = min( Xm+1，Xm+2，…，
Xn ) ，则串联结构的可靠性函数为
Ｒ( 2) ( t) = P( T ＞ t) = P{ min( Xm+1，Xm+2，…，Xn ) ＞ t} =

P( Xm+1 ＞ t，Xm+2 ＞ t，…，Xn ＞ t) =

1 － P(∪n
i =m+1Xi ≤ t) =

1 －∑n

i =m+1
P( Xi ≤ t) +∑m+1 ＜ i ＜ j ＜ n

P( Xi ≤ t，Xj ≤ t) －

∑m+1 ＜ i ＜ j ＜ k ＜ n
P( Xi ≤ t，Xj ≤ t，Xk ≤ t) +… +

( － 1) nP( Xm+1 ＞ t，Xm+2 ＞ t，…，Xn ＞ t) =

1 －∑n

i =m+1
( 1 － Ｒi( t) ) +∑m+1＜i ＜ j ＜n

C2( 1 － Ｒi( t) ，1 － Ｒj( t) ) －

∑m+1 ＜ i ＜ j ＜ k ＜ n
C3( 1 － Ｒi( t) ，1 － Ｒj( t) ，1 － Ｒk( t) ) + … +

( － 1) nC( 1 － Ｒm+1( t) ，1 － Ｒm+2( t) ，…，1 － Ｒn( t) ) ( 17)
该混联系统可看成并联体系与串联体系两部分串

联而成，则该系统的可靠性函数为

Ｒ( t) = 1 －∑ 2

i = 1
［1 － Ｒ ( i) ( t) ］+ C{ ［1 － Ｒ ( 1) ( t) ］，

［1 － Ｒ ( 2) ( t) ］} ( 18)
分析可知，任何复杂的混联系统，均可以等效成若

干个串联系统看待，从而运用 Copula 函数建立动态机
械系统的可靠性模型，通过构建 Ｒ 藤结构来求解联合
概率密度函数，带入系统可靠性函数中，便完成了可靠

性模型的构建。在这样的前提下，如何估计 Copula 函
数中的时变参数 θ( t) ，成为亟待解决的问题。

3 非参数核密度估计

对于动态混联系统的可靠性问题，经过上面的分

析可以转化为二维 Copula 函数的构建问题。如前所
述，Copula函数的类型表征不同的相关性; 函数中的时
变参数 θ( t) 则表征相关程度。对于 θ( t) 的估计，许
多学者采用 Pearson 相关系数和 Kendall 秩相关系数
来构造演化方程［16］，通过刻意的演化方程来求解估计

值，这样的方法求出的估计值并不具备无偏性，同时与

真实值往往存在一定的误差。
本文采用的非参数核密度估计法( KDE) ，依据样

本观测值估计密度函数的分布，具有渐进无偏性，同时

避免了误差的出现，其本质属于密度估计问题。
3. 1 动态 Copula函数的非参数核密度估计法
假设二元 Copula函数的边际分布为 F( x) ，F( y) ，

其独立观测值序列为 { ( xt，yt ) }
T
t = 1，通过经验分布函

数将独立观测序列转换为服从［0，1］区间内均匀分布
的伪观测序列 { ( ût，̂vt ) }

T
t = 1，则在点 ( xt，yt ) 处伪观测

序列 { ( ût，̂vt ) }
T
t = 1 的分布函数的估计值为

［17］175-227

ût = F
^

x( xt ) =
1
T∑

T

i = 1
I( xi ≤ xt )

v̂t = F
^

y( yt ) =
1
T∑

T

i = 1
I( yi ≤ yt )










( 19)
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式中，I( ) 为示性函数，F̂x( ) ，F̂y( ) 为经验分布函数。
对于未知参数 θ( t) ，可 以在一个微小区间内
［t0 － h，t0 + h］通过时间 t 的线性函数 θ( t) ≈ a + b
( t － t0 ) 来局部近似，因此，目标分布函数为 C( ût，̂vt ;
θ( t) ) ，通过对分布函数求导得到密度函数 c( ût，̂vt ; a，
b) θ'( t) ，采用非参数核密度估计法( KDE ) 来估计
θ'( t) ，即 θ'( t) = Kh( t － t0 ) ，故局部似然函数可表示
为［17］175-227

L( a，b; h，t0 ) =∑ T

t = 1
lgc( ût，̂vt ; a，b) Kh( t － t0 )

( 20)

其中，c( u，v) =
∂2C( u，v)
∂u∂v
表示 Copula 函数的密度函

数，Kh( ) =
1
h
K(

1

h·
) ，K ( ) 表示核函数，h 表示带宽。

假设核函数和带宽 h 均已选定，对局部似然函数极大
化便可得到参数 a，b的估计值，即［17］175-227

( â，̂b) = arg
a，b

maxL( a，b; h，t0 ) =

arg
a，b

max∑ T

t = 1
lgc( ût，̂vt ; a，b) Kh( t － t0 )

( 21)

从而时变参数的估计值为 θ̂( t0 ) = â，通过上面的
分析可以看出，核密度估计的关键在于核函数和带宽

的选取。
3. 2 核函数的选择
从统计学理论上讲，任何函数均可作为核函数，但

不同的核函数所估计出的结果也不同。对于最优核函
数的选取问题，可以通过估计值 f̂ 的准确性来判断，̂f
的渐进积分均方误差 BAMISE 为

［18］443-452

BAMISE = Ｒ( K)
nh

+
h4σ4

K( f″)
4

( 22)

其中，Ｒ( K) = ∫
+∞

－∞
K ( u) 2du，σ2

K = ∫
+∞

－∞
u2K( u) du，f为真

实密度函数。通过极小化 BAMISE 来寻找最优核函数，

极小化的 BAMISE 为
［18］444-445

min( BAMISE ) =
5
4
［σKＲ( K) ］

4
5 Ｒ ( f″)

1
5 n－ 4

5 ( 23)

式中，仅 σKＲ( K) 一项与核函数有关，令M =σKＲ( K) ，
即最优的核函数能够使得 M为最小，这便为最优核函
数的选择提供了方向。文献［18］445-446中提到一种
Epanechnikov核函数，能够满足 M最小这一条件，该核
函数的表达式为［18］445-446

K( u) =
3
4
( 1 － u2 ) u ≤ 1

0 其他
{ ( 24)

Epanechnikov核函数的M值为
3

■5 5
，因此可以用这

样一个比例
M

(
3

■5 5
)
作为有效系数来衡量各类核函数对

于 Epanechnikov核函数的有效性。即在相同的渐进积
分均方误差 BAMISE 的条件下，各类核函数所需要的样本

数目 n相当于 Epanechnikov 核函数所需样本数目的倍
数。各类核函数的表达式及其有效系数见表 1。通过
表中的数据，可以看到 Epanechnikov核函数是最优核函
数，同时三角核和三权核的估计效果一致。在大样本的
条件下，各类核函数的估计效果几乎相同，核函数的选

择对于估计结果的影响十分有限。因此，带宽的选择便
成为影响估计效果最为关键的核心参数。

表 1 各类核函数及其有效系数

Tab．1 Various kernel functions and their effective coefficients

核函数
Kernel types

表达式
Expression

有效系数
Effective coefficient

Epanechnikov核
Epanechnikov kernel

3
4
( 1－u2 ) ，I( u ≤1) 1

高斯核
Gaussian kernel ( 2π)

－ 1
2 e

－u
2
2 ，I( u ≤1) 1. 051 4

矩形核
Ｒectangular kernel

1
2
，I( u ≤1) 1. 075 8

双权核
Double weight kernel

15
16
( 1－u2 ) 2，I( u ≤1) 1. 006 4

三角核
Trigonometric kernel 1－ u ，I( u ≤1) 1. 013 6

余弦核
Cosine kernel

π
4
cos( π

2
u) ，I( u ≤1) 1. 000 7

三权核
Three weight kernel

25
32
( 1－u2 ) 3，I( u ≤1) 1. 013 6

3. 3 带宽的选择
在非参数核密度估计的过程中，带宽 h 决定了估

计结果的平滑程度以及估计值 f̂ 的准确性。可将带宽
h视为一个缩放因子，用于控制核函数在样本点处分
布的宽度。
不同的带宽所得到的估计结果也不同，带宽 h 过

小时，估计值 f̂ 曲线过于陡峭，无法体现出真实的分布
情况，而带宽 h 过大时，则 f̂ 曲线又过于平滑。文献
［19］提出的交叉验证法，能够选取最优的带宽 hopt

hopt = arg
h
max∑ T

t = 1
lgc( ût，̂vt，θ̂( t，h) ; h) ( 25)

式中，θ̂( t，h) 则表示在给定的 h 条件下，通过极大化
式( 20) 得到。在实际应用时，也需要根据样本点的密
度来合理选择带宽，在数据集中的样本点附近，h 应选
取较小，便能充分反映出样本点数据对估计结果的影

响，反之，h则选较大，避免因少数极端的样本点影响
总体的分布情况。
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4 算例分析

某型号太空望远镜的遮光板部件的开闭动作由一

大尺寸空间开合机构实现，运动过程如图 4 所示。开
合机构主要由遮光板两侧的伸缩杆以及转轴、轴承和
合页所组成，伸缩杆的运动由滚珠丝杠副实现，系统逻

辑图如图 5所示。该系统由伺服电机驱动，输入功率
为 P= 30 kW，在轨环境下，开和时间为 3 min。

图 4 空间开合机构的运动过程
Fig．4 Motion process of spatial opening and closing mechanism

由于转轴与合页承受交变载荷，其疲劳寿命的分

布函数常符合对数正态分布，根据其概率密度函数计

算可靠度。滚动轴承的接触疲劳寿命服从三参数

图 5 空间开合机构可靠性逻辑图
Fig．5 Ｒeliability logic diagram of spatial opening and closing mechanism

Weibull分布，故按照分布函数计算可靠度; 考虑到在
轨环境下各零件直接接触会产生真空冷焊，进而在零

件表面镀有 MoS2 镀层，镀层厚度3 000 μm±300 μm，
因此滚珠丝杠副的主要失效模式为磨损失效，可用

Archard磨损理论求解磨损量，进而推导出其功能函
数。该理论认为材料磨损量与接触面的法向载荷、滑

移距离成正比，与材料硬度成反比，即 V = KI
f
H
，其中，

V表示磨损体积，K 为磨损因子，I 为滑移距离，f 为法
向载荷，H 为硬度，具体的功能函数与失效模式见
表 2。

表 2 各单元的失效模式、生存函数以及功能函数
Tab．2 Failure modes，survival functions and performance functions of each unit

单元
Unit

主要失效模式
Major failure mode

生存函数
Survival function

功能函数
Performance function

丝杠
Screw

磨损失效
Wear failure

Ｒ1，2( t) =
1
2■ π
∫
－z( t)

－∞
e －［z( t) ］

2
2 dz( t) X1，2( t) = ε － KI

f( T( t) ，N)
H

螺母
Nut

磨损失效
Wear failure

Ｒ3，4( t) =
1
2■ π
∫
－z( t)

－∞
e －［z( t) ］

2
2 dz( t) X3，4( t) = ε － KI

f( T( t) ，N)
H

转轴
Axis

疲劳强度失效
Fatigue strength failure Ｒ5( N) = 1 － ∫

lnN－μ
σ

－∞

1
2■ π

e － ( lnN－μ) 2

2σ2 d(
lnN － μ

σ
) X5( t) = σ －1 K － (

M1

W1
)
2

+ 4 (
αη1T( t)

Wτ1
)■
2

合页
Hinge

疲劳强度失效
Fatigue strength failure Ｒ6，7( N) = 1 － ∫

lnN－μ
σ

－∞

1
2■ π

e － ( lnN－μ) 2

2σ2 d(
lnN － μ

σ
) X6，7( t) = σ －1 K － (

M2

W2
)
2

+ 4 (
αη2T( t)

Wτ2
)■
2

轴承
Bearing

接触疲劳点蚀失效
Fatigue pitting failure Ｒg( t) = e［－(

t－t0
t－1e －t0
) β］

寿命分布 Life distribution

F8( t) = 1 － e［－ (
t－t0

t －1e －t0
) β］

表 2中，N代表循环次数，Ｒ( N) 表示在循环次数
为 N时，该单元的可靠性函数，t表示工作时间，Xi( t)
表示不同工作时间下各单元的寿命，i = 1，2，…，7。

z( t) 为联结方程，z( t) = －
�wt － �w

*

σ2
wt
+ ( σw* )■

2
，其中，�wt为

t时刻下磨损量的均值; σwt为其标准差; �w
* 为容许磨

损量的均值; σw* 为其标准差，假设磨损量服从正态分

布; μ，σ 分别为 lnN 的均值与标准差，令 z( N) =
lnN － μ

σ
，可将对数正态分布标准化; t0 表示轴承的最

小寿命，即 Weibull 分布的位置参数; t －1e 表示特征寿

命，即尺度参数，β 为 Weibull 斜率，即形状参数，对于

球轴承 β = 10
9
。ε表示许用磨损量，K 为磨损因子，通

常情况下取 2 × 10 －5，I为滑移距离，T( t) 为负载转矩，
f( T( t) ，N) 表示法向压力，其与转矩和循环次数有关，
H为布氏硬度; σ －1 K 为零件的对称疲劳强度极限，α
为扭转应力的折算系数，ηi 是传递效率，Mi 是弯矩，

Wi 为抗弯截面模量，Wi =
πd3

i

32
，Wτi 为抗扭截面模量，

Wτi =
πd3

i

16
。

假设 MoS2 镀层在时间节点为2 000 h、4 000 h、
6 000 h、8 000 h、10 000 h时，磨损量均值及其标准差
( �w，σw ) 分 别 为 ( 2300，5. 04 ) 、( 2600，9. 18 ) 、



第 44卷第 1期 冯 钧等: 高维 Copula函数的动态系统可靠性模型研究 93

( 2716. 88，14. 57) 、( 2809. 63，18. 73) 、( 2958，21. 57) ;
容许磨损量为 3 000 μm，由 3σ原则可知，σw* 为 100
μm。若转轴与合页疲劳寿命的对数均值 μ，标准差 σ
均为: μ = 12. 243 1，σ = 0. 619 0。此外，轴承的失效模
式为接触疲劳失效，t0取 2 384 h，t －1e 取 14 988 h，由于
独立于其他单元的失效模式，因此在分析系统的可靠

性时，按照独立原则计算，进一步对系统逻辑图进行简

化，同时对各连接边标号，以便选取 Pair Copula 函数，
结果如图 6所示。
根据已知的相关数据，按照一次二阶矩法计算各

单元的可靠度值，计算结果见表 3。
表 3 各单元的可靠度( 2 000 h)

Tab．3 Ｒeliability of each unit( 2 000 h)

名称
Unit
丝杠
Screw

螺母
Nut

转轴
Axis

轴承
Bearing

合页
Hinge

Ｒi 1. 000 1. 000 0. 996 1 0. 979 6 0. 996 1

如图 6所示，空间开合机构可看成由并联结构与
串联结构组合而成，其中并联结构又由两个串联分系

统并联而成，仅在串联结构中出现了三维密度函数，针

对串联结构运用 Ｒ-Vine Copula 结构进一步求解其联
合概率密度。利用 Monte Carrlo 模拟法，在时间结点
分别为2 000 h、4 000 h、6 000 h、8 000 h、10 000 h处
模拟100 000次，将仿真结果带入式( 10) 、式( 11) 、式
( 21) 中，得出时变参数 θ( t) 的估计值，进一步确定 Ｒ-
Vine Copula结构以及选取二元 Pair Copula函数。图 7
为三维 Ｒ藤结构，连接边 A、B对应 5，B、C 对应 6。表
4则给出了各部件间 Copula函数的选型结果以及不同
时间节点下的时变参数估计值。

图 6 简化开合机构可靠性逻辑图
Fig．6 Simplified reliability logic diagram of opening

and closing mechanism

表 4 Copula函数选型及参数估计
Tab．4 Copula function and parameter estimation

连接边
Edge

Pair
Copula 2 000 h 4 000 h 6 000 h 8 000 h 10 000 h

1 Frank 1. 176 1. 375 1. 713 2. 324 2. 326
2 Clayton 0. 958 1. 035 1. 062 3. 124 3. 487
3 Clayton 0. 958 1. 035 1. 062 3. 124 3. 487
4 Frank 0. 246 0. 638 0. 936 1. 085 2. 804

A，B Gumbel 1. 201 1. 743 2. 504 2. 661 3. 142
B，C Gumbel 1. 201 1. 743 2. 504 2. 661 3. 142

A，C |B Clayton 1. 671 1. 795 2. 038 2. 280 2. 768

将系统进一步等效为串联系统，运用独立假设、最

图 7 三维 Ｒ-Vine结构
Fig．7 Three dimensional Ｒ-Vine structure

薄弱环节理论以及 Ｒ-Vine Copula 模型分别计算该系
统的可靠度:

( 1) 若系统中各单元的失效模式完全独立，则由
独立假设计算的系统可靠度为

Ｒs =［1 － ( 1 － Ｒ1Ｒ2 ) ( 1 － Ｒ3Ｒ4) ］

Ｒ5Ｒ6Ｒ7Ｒ
2
8 = 0. 948 4

( 2) 若系统中并联部分的各分支相互独立，其余
各单元的失效模式完全相关，即 Ｒ1

F = min( Ｒ1，Ｒ2 ) ;

Ｒ2
F =min( Ｒ3，Ｒ4 ) 则对等效串联系统，通过最薄弱环节

理论计算的系统可靠度为

Ｒs = min{ ［1 － ( 1 － Ｒ1
F ) ( 1 － Ｒ2

F ) ］，

Ｒ5，Ｒ6，Ｒ7，Ｒ8} = 0. 979 6
( 3) 实际上由于该系统的多种失效模式的功能函

数之间具有相同的随机源，如疲劳失效功能函数与磨

损失效功能函数之间负载转矩作为随机源，不仅直接

影响疲劳强度，也通过接触压力决定磨损量。因此，各
单元的失效模式之间存在非线性的相依关系，且相关

程度随时间变化，选择利用动态 Ｒ-Vine Copula结构来
计算这种多失效相关的动态系统的可靠度。根据表 4
中的数据，带入式( 14) ～式( 18) ，并由独立假设代入
轴承的可靠度值 Ｒ8( t) ，即 Ｒs = Ｒ( t) Ｒ8( t)

2，通过

Monte Carrlo模拟法，在时间节点分别为 2 000 h、4 000
h、6 000 h、8 000 h、10 000 h 处模拟 100 000 次，所得
到的可靠度值为: 0. 958 1、0. 790 6、0. 560 6、0. 402 3、
0. 220 8。如图 8 所示，动态 Ｒ-Vine Copula 函数得到
的可靠度值介于独立假设和最薄弱环节理论之间。
根据可靠性工程中的一般界限理论［20］，即系统真

实的可靠度应处于一个区间范围内，其下界为独立假

设算法所计算的可靠度值，上界则为最薄弱环节理论

计算的可靠度值。如图 8所示，动态 Ｒ-Vine 模型处于
该区间之内，从而提高了复杂系统可靠性评估的精度。

5 结论

文章通过 Copula 函数来描述随机变量之间的相
关性，并应用于混联系统可靠性建模的过程中，针对高

维 Copula函数，采用 Ｒ-Vine结构分解为多个二维 Pair
Copula函数，通过非参数核密度估计法( KDE) 估计时
变参数的取值，以大尺寸空间开合机构为对象，进一步
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图 8 空间开合机构可靠度曲线
Fig．8 Ｒeliability curve of spatial opening and closing mechanism

验证了动态 Ｒ-Vine模型的拟合优度，通过比对独立假
设、最薄弱环节理论以及动态 Ｒ-Vine 模型在系统可靠
度计算上的差异，得出以下结论:

1) 动态 Ｒ-Vine模型的拟合优度更好，对混联系统
的可靠性表达更准确，更符合实际情况。其不仅包含了
多样化的相关性结构，更体现出相关程度随时间的变

化。动态 Ｒ-Vine模型的计算结果位于一般界限理论之
内，从而进一步提高了复杂系统可靠性计算的精度。

2) 通过非参数核密度估计( KDE) 与似然函数相
结合的方法，构造出以 Epanechnikov 为内核的密度函
数来估计时变参数的取值，估计结果具有渐进无偏性，

对相关程度的描述更准确。
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