
第 38 卷第 7 期
2021 年 7 月

机 电 工 程
Journal of Mechanical ＆ Electrical Engineering

Vol． 38 No． 7
Jul． 2021

收稿日期: 2020 － 09 － 21

基金项目:国家自然科学基金资助项目( 51705496) ;中国科学院青年创新促进会资助项目( 2017257)

作者简介:倪仕全( 1994 － ) ，男，山东枣庄人，博士研究生，主要从事并联机构的运动学、动力学方面的研究。E-mail: 754935389@ qq． com

通信联系人:田大鹏，男，博士，研究员。E-mail: d． tian@ ciomp． ac． cn

DOI: 10． 3969 / j． issn． 1001 － 4551． 2021． 07． 002

3-PＲS并联机构的动力学惯量耦合特性分析*

倪仕全1，2 ，田大鹏1，2*

( 1．中国科学院 长春光学精密机械与物理研究所，吉林 长春 130033; 2．中国科学院大学，北京 100049)

摘要:针对 3-PＲS并联机构动力学惯量耦合特性的问题，在关节空间中建立了机构的动力学模型，对机构主动支链之间存在的惯量
耦合进行了研究。首先，给出了机构的运动学模型，针对动平台广义位姿、速度、加速度存在耦合的问题，分别通过约束方程、一阶
影响系数矩阵、二阶影响系数矩阵，对其进行了解耦，并建立了各支链与动平台末端速度、加速度的映射关系，对机构运动学进行了
仿真验证;其次，采用虚功原理建立了机构的动力学模型，并进行了仿真验证;然后，建立了机构在关节空间的动力学模型;最后，在

机构的工作空间内，研究了惯量耦合特性评价指标随机构运动的分布规律。研究结果表明:在机构的工作空间内，在一定程度上，

通过合理规划机构的运动范围，可以减小并联机构主动支链间的动力学惯量耦合强度。
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Dynamic inertia coupling characteristics analysis of 3-PＲS parallel mechanism

NI Shi-quan1，2，TIAN Da-peng1，2

( 1． Changchun Institute of Optics，Fine Mechanics and Physics，Chinese Academy of Science，
Changchun 130033，China; 2． University of Chinese Academy of Sciences，Beijing 100049，China)

Abstract: Aiming at the problem of inertia coupling characteristics of 3-PＲS parallel mechanism，the dynamic model of 3-PＲS parallel mech-
anism was established in joint space，and the inertia coupling between active branches was studied． Firstly，the kinematics model of mecha-
nism was given． Aiming at the coupling problem of generalized pose，velocity and acceleration of moving platform，it was decoupled by con-
straint equation，first-order influence coefficient matrix and second-order influence coefficient matrix respectively． The relationship was estab-
lished of velocity and acceleration between branches and moving platform． The kinematics model was verified by simulation． The dynamics
model of mechanism was established by virtual principle and verified by simulation． Then，in the joint space，the dynamics model of mecha-
nism was established． Finally，the change of the evaluation index of inertia coupling characteristics with the motion of the mechanism was
studied in the workspace of the mechanism． The results show that the inertia coupling strength of dynamics between the branches can be re-
duced，and the influence on the dynamic performance of the mechanism can be reduced by properly planning the kinematic space of the mech-
anism．
Key words: 3-PＲS parallel mechanism; decoupling; dynamics model; inertia coupling characteristics

0 引 言
并联机构具有高刚度、高精度、良好的动态性能、

易于实现高速度等优点，在天线支撑、轮毂打磨、医疗

器械等方面得到了广泛应用［1-5］。并联机构是一个多
入多出非线性系统，目前，对其研究主要集中于运动

学、动力学等方面。然而机构的驱动支链存在动力学
惯量耦合现象，这种现象在机构高速、高加速运动中更



加明显，严重影响了并联机构的动态性能［6］44［7］604。研
究并联机构的惯量耦合特性对提升机构的动态性能具

有重要意义。
由于并联机构耦合方面的研究主要集中于运动耦

合、刚柔耦合等，对于刚度大、高速运动的并联机构，惯
量耦合引起的动力学耦合现象更严重［8-10］。文献［11］
对 Stewart并联机构提出了惯量耦合特性的分析方法。
文献［12，13］分析了 Stewart并联机构惯量矩阵具有对
角占优及机构关节间具有惯量耦合的特性。文献
［14］研究了 Stewart并联机构在关节空间中负载与电
机惯量配比关系。文献［15］提出了 3-PＲS 并联机构
惯量耦合特性的分析方法，但没有针对动平台位姿耦

合的关系进行解耦。文献［16］提出了 Stewart 并联机
构的耦合惯量特性评价指标，并给出了指标在工作空

间的分布规律。文献［17］针对 CrossⅣ并联机构，提出
了支链间耦合作用的等效惯量参数计算方法。
上述研究中缺乏统一描述惯量耦合特性的标度。

文献［7］605 研究了 2 ( 3HUS + S) 并联机构在关节空
间中的惯量耦合特性，并提出了降低主动支链间动力

学耦合强度的措施;文献［6］50 针对 5 PSS /UPU 并联
机构提出了惯量耦合特性指标，并给出了指标在机构

工作空间中的分布规律。
笔者在已有研究的基础上，在充分考虑并联机构

惯量矩阵为对角优势阵、惯量耦合特性统一标度的情
况下，定义惯量耦合特性; 首先，对 3-PＲS 并联机构进
行运动学分析，针对动平台广义位姿、速度、加速度存
在耦合的问题，进行解耦;采用虚功原理建立机构的动

力学模型，基于此，建立机构在关节空间的动力学模

型，最后对机构进行惯量耦合特性分析。

1 3-PＲS并联机构运动学分析

1． 1 3-PＲS并联机构描述

3-PＲS并联机构结构简图如图 1 所示。
该机构由静平台、动平台及 3 条相同支链构成。

每条支链按移动副—转动副—球面副的顺序依次连接
静平台与动平台，移动副处滑块的导轨垂直固定于静

平台。3 条支链限制了机构的运动特征，使动平台具
有 3 个自由度:两个转动、一个移动。
机构尺寸参数:静平台外接圆半径为 Ｒ，动平台外

接圆半径为 r，从动件长度为 l。

1． 2 机构逆运动学建模

图 1 中，笔者在静平台上建立静坐标系 O － XYZ，
原点位于平台几何中心; Y轴沿 OA1 方向并与之共线，

图 1 3-PＲS并联机构
Bi ( i = 1，2，3) —包括沿导轨运动的移动副、连接滑块与

从动件的转动副; Pi—球面副; θi—导轨与从动件的夹角

Y轴与 OAi 之间夹角为 αi ; Z 轴垂直于静平台方向向
上，根据右手定则确定 X轴; OAi 垂直于对应的转动副

轴线。
动坐标系 P － xyz 的建立过程与坐标系 O － XYZ

相同，其中:

αi =
2π( i － 1)

3 ( 1)

动平台绕 O － XYZ的 X轴、Y轴、Z 轴分别转动角
度为 α、β、γ，则动平台相对静平台的旋转矩阵为:

T =
cβcγ cγsβsα － cαsγ sαsγ + cαcγsβ
cβsγ cαcγ + sαsβsγ cαsβsγ － cγsα
－ sβ cβsγ cβc









α
( 2)

式中: sαi—sinαi ; cαi—cosαi。
由文献［18］可得机构伴随运动为:

x = － rcβsγ
y = r /2( sαsβsγ + cαcγ － cβcγ)
γ = arctan( sαsβ / ( cα + cβ

{
) )

( 3)

联立式( 1 ～ 3) ，并根据杆长 l不变的条件，可得机
构的运动学逆解为:

hi = piZ － l2 － ( piX + Ｒsai )
2 － ( piY － Ｒcαi )槡 2 ( 4)

式中: PiX—点 Pi 在静坐标系 X 轴坐标; PiY—点 Pi 在

静坐标系 Y轴坐标; PiZ—点 Pi 在静坐标系 Z轴坐标。

1． 3 移动副速度、加速度映射分析

动平台各球面副中心点 Pi 的速度为:

vpi = v + w × pi = JpiV ( 5)

式中: V—动平台速度，V =［vTwT］T ; Jpi—球副速度与
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动平台速度的雅可比矩阵，Jpi =［I3 × 3 － pi］; pi—pi

的斜对称矩阵，其他类推。
动平台各球面副中心点 Pi 的速度还可以表示为:

vpi = vbi e + wli × li ( 6)
式中: vbi—移动副速度; wli—从动件角速度。
由式( 5，6) 可得移动副速度:

vbi = JbiV ( 7)
式中: Jbi—移动副速度与动平台速度的雅可比矩阵，

Jbi =
lTi
lTi e
( pi × li )

T

lTi[ ]e
。

式( 7) 可改写成矩阵形式为:
vb = JbV ( 8)

由于动平台位姿存在耦合，需对其进行解耦，建立

V与q0
· =［α· β

· z·］T 的关系。将式( 3) 中的 x、y、z 对

α、β、z求偏导，可得:
v = Ju1q0

· ( 9)

式中: Ju1—v 与 q0
·
之 间 的 雅 可 比 矩 阵，Ju1 =

dx
dα

dx
dβ

0

dy
dα

dy
dβ

0













0 0 1

。

α、β、γ对 α、β、z求偏导，即:
w = Ju2q0

· ( 10)

式中: Ju2—w 与 q0
·
之 间 的 雅 可 比 矩 阵，Ju2 =

1 0 0
0 1 0
dγ
dα

dγ
dβ











0
。

联立式( 9，10) 可得:
V = Ju q0

· ( 11)

式中: Ju—V与q0
·
之间的雅可比矩阵，Ju = JT

u1 JT
u[ ]2

T。

由式( 8，11) 可得机构的解耦速度雅可比矩阵为:
vb = J q0

· = JbJu q0
· ( 12)

为建立动平台加速度与移动副加速度之间的关

系［19］，对式( 5，6) 求导，并两边左点乘 lTi，即:
lTi a + lTi ε × pi + lTi w × ( w × pi ) =
lTi abi e + lTi εli × li + lTi wli × ( wli × li ) ( 13)

式中: εli—从动件角加速度。
式( 13) 可改写成:

abi = JbiA + VTJiV ( 14)

其中: Ji =
1
lTi e
( JT

wi l
2
i Jwi － K) ; K =

03 × 3 03 × 3

03 × 3 l i p[ ]
i

。

对式( 9) 求导，可建立动平台加速度 a与q0
¨ 之间的

关系，即:

a = Ju1q0
¨ + q0

· THu1q0
· ( 15)

式中: Hij
u1—矩阵 Hu1中第 i行第 j列元素。

其 中: Hu1 = Hu11 Hu12 Hu[ ]13
T ; Hu1i =

dJi1
u1

dα
dJi2

u1

dα
dJi3

u1

dα
dJi1

u1

dβ
dJi2

u1

dβ
dJi3

u1

dβ
dJi1

u1

dz
dJi2

u1

dz
dJi3

u1

d

















z

。

对式( 10) 求导，可建立动平台加速度 ε 与q0
¨ 之间

的关系，即:

ε = Ju2q0
¨ + q0

· THu2q0
· ( 16)

式中: Hij
u2—Hu2中第 i行第 j列元素。

其 中: Hu2 = Hu21 Hu22 Hu[ ]23
T ; Hu2i =

dJi1
u2

dα
dJi2

u2

dα
dJi3

u2

dα
dJi1

u2

dβ
dJi2

u2

dβ
dJi3

u2

dβ
dJi1

u2

dz
dJi2

u2

dz
dJi3

u2

d

















z

。

由式( 15，16) 可得:
A = Ju q0

¨ + q0
· THu q0

· ( 17)

式中: Hu—二阶影响系数矩阵，Hu = HT
u1 HT

u[ ]2
T。

式( 14) 可表示为:
abi = JbiJu q0

¨ + Jbiq0
· THu q0

· + ( Ju q0
· ) TJiJu q0

·

( 18)

1． 4 从动件速度、加速度分析

1． 4． 1 从动件速度分析

为了建立从动件角速度与q0
·
之间的关系，将式( 6)

两边左叉乘 li 得:

wli =
li × ( vpi － vbi e)

l2
= JwiJu q0

· ( 19)

式中: Jwi—从动件线速度与动平台速度的雅可比矩

阵，Jwi =
liJpi － li eJbi

l2
。

从动件质心处速度为:

vli = wli ×
li
2 + evbi = JliJu q0

· ( 20)

式中: Jli—从动件质心处速度与动平台速度的雅可比

矩阵，Jli =
Jpi + eJbi

2 。
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1． 4． 2 从动件加速度分析

将式( 5，6) 求导，并左叉乘 li，可得 εli与q0
·
之间的

关系为:
εli = JwiJu q0

¨ + ( Jwiq0
· THu + JεliJu ) q0

· ( 21)

其中: Jεli =
liJapi － lie( Ju q0

· ) TJi
l2

; Japi = － 03 ×3 Ju2q0
·p[ ]i 。

对式( 20) 求导，可得:
ali = JliJu q0

¨ + ( Jliq0
· THu + JaliJu ) q0

· ( 22)
1． 5 运动学仿真
验证机构运动学分析的正确性，需将仿真结果与

理论计算值进行对比［20］。
机构尺寸参数如下: Ｒ = 0． 055 m; r = 0． 035 36 m;

l = 0． 040 m。
令动平台的中点轨迹如下式:

α = πt90
β = 0
z = 0． 084 846 + 0． 005t

{
3

，t∈［0，3］ ( 23)

由式( 4，7，18) 可得到机构 3 个滑块理论位移、速
度、加速度，如图 2 所示。

图 2 滑块理论位移、速度、加速度

笔者在运动学仿真软件 Simulink /SimMechanics
工具箱中，建立机构的三维模型，得到机构 3 个滑块的

位移、速度、加速度，如图 3 所示。

图 3 滑块的仿真位移、速度、加速度

在图 3( c) 中，初始时刻，滑块的加速度出现跳变，
这是由于动平台在式( 23 ) 的初始位姿与机构初始位
姿不同造成的。从图 2 和图 3 可看出: 该结果验证了
机构运动学建模、动平台位姿( 速度、加速度) 解耦的
正确性。

2 3-PＲS并联机构动力学分析

2． 1 受力分析

在不考虑运动副存在摩擦力的情况下，笔者对各

个构件的受力进行分析，建立机构的动力学模型。
滑块受力为:

Fhi =
eτi +mbg －mbeabi

0[ ]
3 × 3

( 24)

式中: τi—驱动力;mb—滑块质量; g—重力加速度向量。
从动件受力为:

Fli =
mlg －mlali

－ Iliεli － wli × ( Iliwli
[ ]) ( 25)

式中: ml—从动件质量; Ili—从动件在静坐标系的惯量
矩阵。
动平台受力为:

Fp =
fe +mpg －mpa

ne － Ipε － ( Ju2q0
· ) × ( Ip ( Ju2q0

·[ ]) ) ( 26)
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式中: fe—外力; ne—外力矩; mp—动平台质量; Ip—动
平台在静坐标系的惯量矩阵。

2． 2 3-PＲS并联机构整体动力学建模

对于 3-PＲS 并联机构而言，主动力为各杆件的惯
性力( 矩) 、重力、驱动力、外力( 矩) 。根据虚功原理，
机构主动力做的虚功之和为零，即:

Wh +Wl +Wp +Wf = 0 ( 27)
式中: Wh—滑块主动力所做虚功; Wl—从动件主动力
所做虚功; Wp—动平台主动力所做虚功; Wf—外力
( 矩) 所做虚功。
由式( 24 ～ 27) 可得机构的动力学方程:

M q0
¨ + C q0

· + G = JTτ ( 28)
式中:M—惯量矩阵项; C—向心力及科氏力项; G—重
力项。

2． 3 动力学数值算例

2． 3． 1 并联机构的参数定义
机构的静平台、动平台及从动件的尺寸参数值同

1． 5 部分，并联结构的其他参数值如表 1 所示。
表 1 结构参数

参数 数值

mp /kg 0． 085 002 49

ml /kg 0． 002 705 00

mb /kg 0． 000 973 80

IP /kg·m2 diag( 0． 000 028 38，0． 000 028 38，0． 000 053 14)

Ili /kg·m2 diag( 0． 000 001 145，0． 000 001 145，0． 000 000 01)

2． 3． 2 算例计算
在不考虑动平台受到外力( 矩) 扰动的情况下，此

处令动平台的位姿变化轨迹为:

α = 0
β = 0

z = 0． 084 846 + 0． 005t
{ 3

，t∈［0，3］ ( 29)

3 个支链的理论驱动力及仿真驱动力如图 4
所示。

图 4 支链的理论驱动力及仿真驱动力

从图 4 可知:理论驱动力、仿真驱动力曲线完全吻
合，验证了动力学建模的正确性。

3 3-PＲS并联机构惯量耦合特性分析

3． 1 关节空间动力学模型的建立

根据机构在广义坐标和关节空间坐标下动能相等

的原理，可得:

1
2 q0
· TM q0

· = 1
2 vTbMgvb ( 30)

式中:Mg—关节空间下的惯量矩阵。
当机构在运动过程无奇异情况时:

Mg = ( J
－ 1 ) TMJ － 1 ( 31)

对式( 12) 求导可得:
q0
¨ = J － 1ab － J

－ 1Hvb ( 32)

其中: H = Jb ( J q0
· ) T ( J － 1 ) T q0

· THuJ
－ 1 +

( Ju q0
· ) TJ1Ju
( Ju q0

· ) TJ2Ju
( Ju q0

· ) TJ3J











u

J － 1。

则并联机构在关节空间坐标的动力学方程为:

Mgab + Cgvb + Gg = τ ( 33)

式中: Cg—关节空间下的向心力及科氏力项，Cg =

( J － 1 ) T ( － MJ － 1H + CJ － 1 ) ; Gg—关节空间下的重力

项，Gg = ( J
－ 1 ) TG。

3． 2 惯量耦合特性评价指标

由式( 33) 可知，各通道的力和运动矢量存在着复
杂的耦合关系，即一个输入影响多个输出，同时一个输

出受多个输入的影响。
则本研究将评价指标值定义在 ( 0，1 ) 之间，这便

于直接反应机构惯量耦合强度; 指标值越大，耦合越

大，反之越小。
此处定义惯量耦合特性 ICIi 为:
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ICIi = 1 － 1
eδi

δi =
∑
3

j = 1，i≠j
| Mg ( i，j) |

| Mg ( i，i)










|

( 34)

且需满足下式的条件:

Mi = | Mg ( i，i) | － ∑
3

j = 1，i≠j
| Mg ( i，j) | ＞ 0 ( 35)

同时，需求雅可比矩阵行列式值来判断机构是否

存在奇异位姿。

3． 3 仿真实验及结果分析

根据惯量耦合特性评价指标，笔者对 3-PＲS 并联
机构耦合特性进行数值仿真分析。根据机构的各条件
约束及其可工作空间，选取机构位姿运动范围为: α∈
［－ 10°，10°］、β∈［－ 10°，10°］、z∈［－ 24 mm，
24 mm］。
当 α = 0，β = 0 时，动平台沿 Z 轴在运动范围移动

时，0． 025 ＜ Mi ＜ 0． 033，| J | = 0． 003 24，满足式 ( 31，
35) 的条件，惯量耦合特性随 z 方向的分布规律如图 5
所示。

图 5 惯量耦合特性随 z方向分布规律

图 5 中: 3 个支链的惯量耦合特性强度随 z变化一
致，且变化范围较大; 随着 z 值的增大，惯量耦合强度
先减小后增大;在 － 7． 2 mm处，惯量耦合强度最小;各
ICI最小值分别为: ICI1 = 9． 964 × 10 －4 ; ICI2 = 1． 005 ×
10 －3 ; ICI3 = 1． 004 × 10 －3 ; 在 z 轴运动范围最大数值
处，支链间的惯量耦合强度最大。
当 β =0，动平台中心点 z值处于初始状态时，动平台

绕 O － XYZ转动时，0． 031 ＜Mi ＜0． 033，0． 003 2 ＜ | J | ＜
0． 003 4，满足式( 31，35) 的条件，惯量耦合特性随 α方
向分布规律如图 6 所示。
图 6 中:支链 2、3 的耦合惯量随 α的变化一致，且

变化范围较小;支链 1 的耦合惯量随着 α 数值增大先
小后增大且变化范围较大。

图 6 惯量耦合特性随 α方向分布规律

当 α =0，动平台中心点 z 值处于初始状态时，动平
台绕 O － XYZ 转动时，0． 031 ＜ Mi ＜ 0． 033，0． 003 2 ＜
| J | ＜ 0． 003 4，满足式( 31，35 ) 的条件，惯量耦合特性
随 β方向的分布规律如图 7 所示。

图 7 惯量耦合特性随 β方向分布规律

图 7 中:支链 2、3 的耦合惯量随 β的变化相反，这
是因为支链 2、3 关于 Y 轴对称，且耦合惯量变化范围
较大;支链 1 的耦合惯量随着 α 数值增大先小后增大
且变化范围较小。

4 结束语

针对动平台广义位姿、速度、速度存在耦合的问
题，笔者通过机构约束方程、影响系数矩阵对其进行了
解耦，建立了支链与动平台末端的映射关系，验证了解

耦及解耦后运动学模型的正确性;基于虚功原理，笔者

建立了 3-PＲS并联机构的动力学模型，通过仿真软件
验证了模型的正确性; 在关节空间中建立了机构的动

力学模型，分析了机构支链间的惯量耦合特性。
研究结果表明:在并联机构可工作空间内，通过合

理规划机构各个参数的运动范围，可在一定程度上减

小主动支链间的耦合惯量，来提高并联机构的动态性

能，但是不能从根本上消除。
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在以后研究中，笔者将会基于并联机构惯量耦合

特性的特点，将其应用于并联机构的具体设计研究

当中。
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