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摘　要：使用Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式表征镜面 的 变 形，应 用 伴 随 变 量 法 推 导Ｚｅｒｎｉｋｅ系 数 对 拓 扑 优 化 设 计 变 量

的敏度，克服了差分法求解敏度时计算量大的问题，实现了基于Ｚｅｒｎｉｋｅ系数直接建构具有成 千 上 万 设

计变量的优化模型的目标函数以及设计约 束．同 时，在 有 限 元 数 值 离 散 的 理 论 框 架 下，采 用 有 限 单 元 基

函数以及单元数值积分的程序实 现 了 结 构 变 形 以 及Ｚｅｒｎｉｋｅ系 数 的 求 解，简 化 了 计 算 流 程 的 同 时 还 能

保证计算精度．本文算法可以对目标函数或约束为线性组合的Ｚｅｒｎｉｋｅ系数的一般结构拓扑优化模型进

行优化，具有一定的泛用性．
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０　引言

现代科技的迅速发展对光电经纬仪提出了更多要求，比如在保证观测精度的同时还要具有良好的机动

性．在光电经纬仪中，反射镜的面形对成像质量有着很大的影响．高机动性需要减轻反射镜的支撑结构质量，
而观测精度则需要保证反射镜镜面面 形．一 般 来 说，支 撑 结 构 质 量 越 大 其 刚 度 越 大，反 射 镜 的 面 形 越 好．因
此，这两种需求是相互矛盾的，可以用结构优化的方法，在减轻支撑结构质量的情况下寻找合理的结构来保

证较好的反射镜面形．结构优化大致可分为参数优化、形状优化和拓扑优化．其中，拓扑优化因其对初始的拓

扑没有限定、可能得到新颖而性能优良的优化结构而具独特的优势．常用的拓扑优化方法有带惩罚的各向同

性材料（Ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ　Ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ　Ｍａｔｅｒｉａｌ　ｗｉｔｈ　Ｐｅｎａｌｉｚａｔｉｏｎ，ＳＩＭＰ）方法［１］、水平集方法［２］，以及双向渐进结构

优化（Ｂｉ－Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ　Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ　Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＢＥＳＯ）方法［３］，本文选择的是ＳＩＭＰ方法．针对反射镜的支

撑结构的 拓 扑 优 化，ＬＩＵ　Ｓｈｕ－ｔｉａｎ［４］、ＨＵ　Ｒｕｉ［５］等 以 镜 面 的 均 方 根 差（Ｒｏｏｔ　Ｍｅａｎ　Ｓｑｕａｒｅ，ＲＭＳ）为 目 标；

ＷＥＩ　Ｌｅｉ［６］等以支撑结构刚度和点位移为目标；ＨＵＡＮＧ　Ｈａｉ［７］等以结构惯性矩为目标；ＰＡＲＫ　Ｋ　Ｓ［８］等寻

找系统的Ｓｔｒｅｈｌ比和镜面的ＲＭＳ之间的联系并且以ＲＭＳ的函数近似Ｓｔｒｅｈｌ比作为目标．这些工作大都以

反射镜的ＲＭＳ、支撑结构刚度等为目标，优化这些目标可以对成像质量起到一定的作用．然而，要获取更好

的镜面面形，对以上的目标进行优化是不够的．原因在于，ＲＭＳ反映的是反射镜的光学表面的整体性质，没

有局部的面形信息，不能确定具体的位移模式；而支撑结构刚度和成像质量之间没有明确的函数关系，刚度

极大的结构不一定是成像质量最佳时对应的支撑结构．所以，要获取更好的面形，必须要对反射镜的面形进

行更细致、更精准的描述．
本文选择Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式［９］来描述变形的反射镜镜面．在光学设计中，Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式广泛应用于拟合曲

面［１０］或波阵面［１１］来表达面形误差或者像差．相较于ＲＭＳ，Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式能够描述镜面的局部形状，更加的

精细、准确．以Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式的系数为目标的拓扑优化可以针对反射镜面形中特定的像差成分进行优化，能
得到凭借现有的设计流程、工程经验所不能得到的新颖的、更优的结构，从而减小最终成像的像差．目前，可

查找到的多局限于结构参数优化，其设计变量的个数相较于拓扑优化（一般在几千个设计变量以上）较少，直
接以Ｚｅｒｎｉｋｅ系数为优化目标或者约束的拓扑优化工作尚未见报导．在前述文献中，Ｚｅｒｎｉｋｅ系数也仅仅被用

来验证优化结构的有效性，而并没有作为目标或者约束参与到优化过程中．事实上，直接应用Ｚｅｒｎｉｋｅ系数为

目标或者约束进行优化有着很大的困难，依本文分析主要有两点：一方面，Ｚｅｒｎｉｋｅ系数的数值计算较繁杂，
通常需要在一个数据传递环境（如Ｓｉｇｆｉｔ）中集成光学计算软件（如ＣＯＤＥＶ、Ｚｅｍａｘ等）或其他第三方数据处

理软件（如 ＭＡＴＬＡＢ）和有限元软件（如ＡＮＳＹＳ），先在有限元软件中计算需要拟合的实际面形的数据，再

将面形数据传递到光学计算软件或第三方数据处理软件中计算Ｚｅｒｎｉｋｅ系数，例如ＳＡＨＵ　Ｒ［１２］等使用提取

的有限元计算结果，借助 ＭＡＴＬＡＢ计算Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式系数．这种分步计算的方式流程复杂，而且在光学软

件中需要对面形数据进行密集插值以保证精度，计算量很大．另一方面，将Ｚｅｒｎｉｋｅ系数加入到拓扑优化的目

标或者约束中，均需要求解Ｚｅｒｎｉｋｅ系数对设计变量的敏度，而这是拓扑优化中较为关键的一个步骤．在上述

的计算流程下，Ｚｅｒｎｉｋｅ系数的敏度只能用差分的方式计算．但是，拓扑优化的设计变量和节点数相当，动辄

数十万；如果采用差分的方式计算，需要以多软件协同的形式循环进行Ｚｅｒｎｉｋｅ系数的求解，其计算量、计算

时间显然是不可接受的．另外，商用有限元程序发展迅速，对于一些目标（如应变能、指定点位移）的敏度计算

可以方便的在程序内获得．由于这些原因，在拓扑优化问题的建模过程中，含Ｚｅｒｎｉｋｅ系数的目标或者约束常

常会被一些易于在商用软件内求解敏度的物理量所等效替代［１２］．然而，部分较低阶的Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式表征的
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位移模式相对简单，等效替代可以简单、有效的进行；其余较高阶的Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式表征的位移模式太过复

杂，等效替代很难进行．为了对任意拟合的Ｚｅｒｎｉｋｅ系数直接进行优化或者约束，寻找其对设计变量的敏度的

计算方法是必要的．针对Ｚｅｒｎｉｋｅ系数的计算，本文结合Ｚｅｒｎｉｋｅ最小二乘拟合的算法以及有限元离散方法，
实现了在有限元框架下快速求解Ｚｅｒｎｉｋｅ系数，克服了数据传递以及密集再次插值的问题，化简计算流程的

同时还能保证计算精度．更为重要的是，这样计算可以建立起Ｚｅｒｎｉｋｅ系数和物理场的解之间明确的函数关

系，这是以界面接口耦合形式的多软件协同计算的方式很难做到的，而这些函数关系又是求解Ｚｅｒｎｉｋｅ系数

敏度的重要基础．针对Ｚｅｒｎｉｋｅ系数敏度的计算，本文选择较为成熟的ＳＩＭＰ方法，以已经建立的Ｚｅｒｎｉｋｅ系

数和物理场解的函数关系为基础，直接以Ｚｅｒｎｉｋｅ系数为目标、约束，写出协调的拓扑优化数学模型，使用离

散伴随的方法推导目标函数对设计变量的敏度．这种方式可以一次求解所有设计变量对应的敏度，尤其适合

设计变量非常多的拓扑优化．本文实现了直接对Ｚｅｒｎｉｋｅ系数进行优化或者约束．理论上，本文的算法可以对

任意多项式拟合的Ｚｅｒｎｉｋｅ系数的解析函数进行优化或者将其作为约束，具有一定的泛用性．此外，为了证明

本文算法能够有效地优化Ｚｅｒｎｉｋｅ系数，使用ＣＯＭＳＯＬ二次开发编写程序，对水平放置和４５°斜放双工况的

反射镜镜面支撑进行了拓扑优化．

１　结构有限元分析与光学表面Ｚｅｒｎｉｋｅ系数计算

１．１　反射镜模型及有限元计算

　　本文研究的模型及尺寸如图１所示．简便起见，
本文仅以平面镜为例进行优化理论方法的研究，但

整个方法可以推广至任意形状的反射镜的支撑结构

设计．整个模型 分 为 反 射 镜 以 及 其 支 撑 结 构 两 个 区

域，两者的半径均 为Ｒ，反 射 镜 区 域 厚 度 为ｔ１，支 撑

结构区域厚度为ｔ２．模型的载荷以及边界条件如图２
所示．为了便于描述，图２（ａ）将模型沿着直径剖开，
图２（ｂ）仅展示模型的支撑结构区域．反射镜区域记

为Ω１，受重力Ｇ 作用，是拓扑优化中的非设计区域；
支 撑结构区域记为Ω２，是设计区域，和底部 三 个 固

图１　研究模型及尺寸

Ｆｉｇ．１　Ｓｔｕｄｙ　ｍｏｄｅｌ　ａｎｄ　ｓｉｚｅ

图２　载荷、边界条件与设计、非设计区域

Ｆｉｇ．２　Ｌｏａｄ，ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ，ｄｅｓｉｇｎ　ａｎｄｎｏｎｄｓｉｇｎ　ｄｏｍａｉｎ

定点相连，并且固定点成１２０°圆 周 对 称 排 列．在 反 射 镜 和 支 撑 结 构 的 交 界 面Γ 上，本 文 假 设 位 移 场 连 续 即

ｕΩ１＝ｕΩ２．这样，有限元计算仅考虑材质分界面带来的影响．
从图１可以清晰地看到，整体结构呈偏平化，其横向尺度相较于厚度方向的尺度大了将近一个量级．特

别是反射镜部分，相较于支撑结构更薄，结构的扁平化更严重，整体结构的行为可能会表现出部分厚板的特

性．这种几何特征给高精度的精确有限元计算带来了困难．如果使用的网格较粗，往往不能准确地计算反射

镜和支撑结构的变形，进而会影响镜面Ｚｅｒｎｉｋｅ系数的计算．对此，本文选择使用六面体映射网格和三棱柱网

格相结合，使用扫掠网格划分反射镜和支撑结构，通过增加映射网格、增加扫掠层数加密单元，三分之一的网

格如图３所示．这种网格划分可以使用更密的实体单元来比较精确地描述镜体和支撑结构的行为．此外，整
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体结构和支撑呈现出明显的１２０°圆周对称，因此网格的划分也呈现出同样的对称形式以提高计算精度．

图３　三分之一模型的网格

Ｆｉｇ．３　Ｍｅｓｈ　ｏｆ　ｏｎｅ　ｔｈｉｒｄ　ｍｏｄｅｌ

１．２　Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式及系数的计算

Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式是定义在单位圆上的一系列正交的多项式，利用这些多项式可以将镜面的位移表述成对

应多项式所描述的位移模型的加和形式．同时，Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式和光学像差有着紧密的联系，特别是赛德尔初

级五像差，可以直接用Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式对应的系数来描述．
根据资料［１］，给定的表面ΔＺ　ｒ，θ（ ）可以表述为

ΔＺ　ｒ，θ（ ）＝Ａ００＋∑
!

ｎ＝２
Ａｎ０Ｒ０ｎ ｒ（）＋∑

!

ｎ＝１
∑
ｎ

ｍ＝１
Ｒｍ
ｎ Ａｎｍｃｏｓ　ｍθ（ ）＋Ｂｎｍｓｉｎ　ｍθ（ ）［ ］ （１）

式中，θ为极角，ｒ为极径，Ａｎｍ、Ｂｎｍ为Ｚｅｒｎｉｋｅ系数，Ｒｍ
ｎ 为Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式的生成表达式，其定义为

Ｒｍ
ｎ ＝∑

ｎ－ｍ
２

ｓ＝０
－１（ ）ｓ· ｎ－ｓ（ ）！

ｓ！ ｎ＋ｍ
２ －ｓ（ ）！ ｎ－ｍ

２ －ｓ（ ）！
ｒ　ｎ－２ｓ（ ） （２）

式（１）、（２）中，ｎ和ｍ 分别表示径向和周向的波数，ｎ－ｍ 必须是偶数且ｎ≥ｍ．以上的Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式定义在

极坐标下，在本文中，θ、ｒ的定义［１３］如图４所示．

图４　角度θ的定义

Ｆｉｇ．４　Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ　ｏｆ　ａｎｇｌｅθ

Ｚｅｒｎｉｋｅ系数的计算可以使用最小二乘拟合来实现．定义Ｅ 为Ｚｅｒｎｉｋｅ拟合后的面形与实际面形之间的

拟合误差，有

Ｅ＝∑
ｐ

ｉ＝１
Ｗｉ δｉ－Ｚｉ（ ）２ （３）

式中，ｐ为节点数，δｉ为实际面形在节点ｉ处的位移，Ｚｉ为Ｚｅｒｎｉｋｅ拟合后的面形在节点ｉ处的位移，Ｗｉ为节

点ｉ的权重．Ｚｉ可以用Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式和系数的线性组合表述为

Ｚｉ＝∑
ｑ

ｊ＝１
ｃｉｊｉ（ｒ，θ） （４）

式中，ｑ为Ｚｅｒｎｉｋｅ拟合使用的项数，ｊｉ为节点ｉ处Ｚｅｒｎｉｋｅ第ｊ项的值，ｃｊ为需要求解的Ｚｅｒｎｉｋｅ系数．式（４）
带入式（３）有

Ｅ＝∑
ｐ

ｉ＝１
Ｗｉ δｉ－∑

ｑ

ｊ＝１
ｃｉｊｉ（ ）２ （５）
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为了计算Ｚｅｒｎｉｋｅ系数ｃｊ，需使误差函数Ｅ 取极小．在这里，可令Ｅ 对Ｚｅｒｎｉｋｅ系数的偏导数为零求解获

得，即

Ｅ
ｃｊ

＝－２∑
ｐ

ｉ＝１
Ｗｉδｉ－∑

ｑ

ｊ＝１
ｃｉｊｉ（ ）ｊｉ （６）

这是一个线性代数方程组，可以表述为

ＨＣ＝Ｐ （７）

其中，

Ｈｊｋ＝∑
ｐ

ｉ＝１
Ｗｉｊｉｋｉ （８）

Ｐｊ＝∑
ｐ

ｉ＝１
Ｗｉδｉｊｉ （９）

１．３　有限元框架下的Ｚｅｒｎｉｋｅ系数求解

由１．２节可以看到，Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式拟合是离散的，是基于镜面网格节点位移数据的，拟合的关键是计算

Ｈｊｋ和Ｐｊ，且有

Ｈｊｋ＝∑
ｐ

ｉ＝１
Ｗｉｊｉｋｉ （１０）

Ｐｊ＝∑
ｐ

ｉ＝１
Ｗｉδｉｊｉ （１１）

式（１０）、（１１）中，Ｗｉ是权重，其意义是节点ｉ在曲面上所占的面积．在实际工程应用中，镜面的变形相较于结

构的尺寸是很小的．如果将变形后的曲面位移函数δ看作坐标的函数，δｉ为其在各个节点上的值，那么这个

函数在曲面上是有限的．所以，可以认为Ｗｉ是曲面的一个分割，Ｈｊｋ、Ｐｊ实际上是ｊｋ、δｊ在曲面上的、以Ｗｉ

为分割的黎曼积分［１４］．分割Ｗｉ越精细，黎曼积分就越准确逼近真实的函数积分值；在较粗的网格中，单元内

的δ、ｊ变化较大，用常数去近似会产生较大的误差，这也是需要密集插值计算Ｚｅｒｎｉｋｅ系数的原因．如果节

点个数趋向于!，亦即Ｗｉ→０时，可以得到

ｌｉｍ
Ｗｉ→０∑

ｐ

ｉ＝１
Ｈｊｋ＝ｌｉｍ

Ｗｉ→０∑
ｐ

ｉ＝１
Ｗｉｊｉｋｉ＝∫ｊｋｄΓ （１２）

ｌｉｍ
Ｗｉ→０∑

ｐ

ｉ＝１
Ｐｊ＝ｌｉｍ

Ｗｉ→０∑
ｐ

ｉ＝１
Ｗｉδｉｊｉ＝∫δｊｄΓ （１３）

式（１２）、（１３）中，两式的积分在曲面上进行，其中，积分号下的ｉ为Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式第ｉ项，是解析而又连续

的，给定曲面上的任意一点即可求出在该点的函数值．δ是曲面上节点的位移函数，应当是连续的，但δ是隐

式的；有限元计算求解的只是δ在各个节点上的值δｉ，要想计算在任意一点的函数值需要进行单元内插值．

为了在有限元框架内求解Ｚｅｒｎｉｋｅ系数，可以在曲面上进行ｊｋ、δｊ的数值积分来计算∫ｊｋｄΓ、

∫δｊｄΓ，这种积分是使用高斯求积法［１５］来进行的．由于可以得到ｉ在各个节点上的准确数值，进而使用单

元内插值的方式得到高斯积分点上的函数值；δｉ即是节点位移，也可以用形函数插值得到高斯积分点上的位

移数值．这样，有

∫ｊｋｄΓ＝∑
ｑ

ｉ＝１
Ｗ′ｉ

′
ｊｉ

′
ｋｉ （１４）

∫δｊｄΓ＝∑
ｑ

ｉ＝１
Ｗ′ｉδ′ｉ

′
ｊｉ （１５）

式（１４）、（１５）中，Ｗ′ｉ、
′
ｊｉ、δ′ｉ分别表示在高斯积分点ｉ上的高斯积分权重、Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式第ｊ项在高斯积分

点ｉ上的数值以及高斯积分点ｉ上的位移．具有Ｍ 个高斯积分点的高斯求解算法可以精确积分的多项式最

高阶次为２　Ｍ－１，这样可以用较少的积分点来得到较高的精度．
由于ｉ、δ在曲面上都是有限、连续的，二者在曲面上的积分也是有限、连续的，所以对于Ｃ０连续函数，在

同样比较逼近真实积分结果的情况下黎曼求积和高斯求积的数值积分结果是等价的．由此，得到以下定义
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Ｈｊｋ＝∑
ｑ

ｉ＝１
Ｗ′ｉ

′
ｊｉ

′
ｋｉ （１６）

Ｐｊ＝∑
ｑ

ｉ＝１
Ｗ′ｉδ′ｉ

′
ｊｉ （１７）

式（１６）、（１７）都可以在有限元计算中直接实现．这样，通过式（１６）、（１７）将Ｚｅｒｎｉｋｅ系数的计算和有限元

计算联系了起来，建立起Ｚｅｒｎｉｋｅ系数和有限元计算结果之间明确的离散联系；此外，Ｚｅｒｎｉｋｅ系数的计算可

以直 接 在 有 限 元 数 值 计 算 框 架 中 实 现；而 且，积 分 的 计 算 在 高 斯 积 分 点 上 进 行，不 再 需 要 密 集 的 插 值，

Ｚｅｒｎｉｋｅ系数的计算网格和有限元网格重合，计算精确，计算效率也比较高．
考虑到高斯积分点上的函数值可以由单元节点插值表示，即

δ′ｉ＝∑
ｎｅ

ｉ＝１
Ｎｉδｅｉ （１８）


′
ｊｉ＝∑

ｎｅ

ｉ＝１
Ｎｉｅｊｉ （１９）

式（１８）、（１９）中，ｎｅ为单元节点数目，Ｎｉ为单元节点ｉ的形函数，δｅｉ、ｅｊｉ分别为δ、ｊ在网格节点上的值．由形

函数的性质

ＮｉＮｊ＝
１　ｉ＝ｊ
０　ｉ≠ｊ｛ （２０）

有

Ｈｊｋ＝∑
ｑ

ｉ＝１
Ｗ′ｉ ∑

ｎｅ

ｓ＝１
Ｎｓｅｊｓ（ ）∑

ｎｅ

ｔ＝１
Ｎｔｅｋｔ（ ）＝∑

ｑ

ｉ＝１
Ｗ′ｉ ∑

ｎｅ

ｓ＝１
Ｎ２
ｓｅｊｓｅｋｓ（ ）＝∑

ｍ

ｉ＝１
ｅｊｉｅｋｉ ∑

ｏ

ｊ＝１
Ｗ′ｉｊＮ２

ｊ（ ）（２１）

Ｐｊ＝∑
ｑ

ｉ＝１
Ｗ′ｉ ∑

ｎｅ

ｓ＝１
Ｎｓｅｊｓ（ ）∑

ｎｅ

ｔ＝１
Ｎｔδｅｔ（ ）＝∑

ｑ

ｉ＝１
Ｗ′ｉ ∑

ｎｅ

ｓ＝１
Ｎ２
ｓｅｊｓδｅｓ（ ）＝∑

ｍ

ｉ＝１
ｅｊｉδｅｉ ∑

ｏ

ｊ＝１
Ｗ′ｉｊＮ２

ｊ（ ） （２２）

式（２１）、（２２）中，ｅ　ｊｉ为Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式第ｊ项在网格节点ｉ上的值；δｅ　ｓ为网格节点ｉ上的位移；Ｗ′ｉｊ为包含网

格节点ｉ的单元中第ｊ个高斯积分点的高斯积分权重；Ｎｊ为该高斯积分点的插值函数；ｍ 为网格节点数目；

ｏ为包含网格节点ｉ的单元中的高斯积分点的数目．令

ｗｉ＝∑
ｏ

ｊ＝１
Ｗ′ｉｊＮ２

ｊ （２３）

表示节点ｉ的积分权重，那么有

Ｈｊｋ＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｅｊｉｅｋｉｗｉ （２４）

Ｐｊ＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｅｊｉδｅｉｗｉ （２５）

这样，在高斯积分点上进行的计算转化为在网格节点上的计算，这和有限元计算在节点上进行是相吻合

的，便于计算和推导．

２　基于Ｚｅｒｎｉｋｅ系数的拓扑优化

２．１　拓扑优化模型

本文研究的优化模型如图２所示．反射镜（Ω１）为非设计域，支撑结构（Ω２）为设计域．本文采用ＳＩＭＰ法，
在设计域中基于网格节点进行设计变量的惩罚插值．在整个模型中，整体结构仅受一个弹性应力场作用，其

载荷以及边界如１．１节中所述．
优化的数学模型为

Ｍｉｎ：ｆＣ（）ｓ．ｔ．ＨＣ（Ｕ）＝Ｐ（Ｕ） （２６）

Ｋ（ρ）Ｕ（ρ）＝Ｆ （２７）

ｃｉ≤ｃ＊ｉ （２８）

∫ρｄΩ ≤Ｖ＊ （２９）
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０＜ρｍｉｎ≤ρ≤１ （３０）
上述数学模型中，设计变量为ρ，目标是Ｚｅｒｎｉｋｅ系数Ｃ 的函数；式（２６）如１．２节中所述，其作用为计算

Ｚｅｒｎｉｋｅ系数；式（２７）为弹性应力场离散的有限元方程；式（２８）为各项Ｚｅｒｎｉｋｅ系数的约束；式（２９）为体积约

束，Ｖ＊ 为体积分数上限，通常由实际需求确定；式（３０）为设计变量取值约束．
２．２　敏度求解

为了求解２．１节中的优化问题，必须求得目标对设计变量的敏度．本文采用的是伴随敏度求解方法，其

推导如下．
记目标为

Ｊ＝ｆ（Ｃ）
在求解优化敏度问题前，式（２６）、（２７）均已经求解完毕，那么有

Ｊ
∧
＝ｆＣ（）＋λＴ１ ＨＣ－Ｐ（ ）＋λＴ２ ＫＵ－Ｆ（ ） （３１）

式（３１）中，λ１、λ２分别为Ｚｅｒｎｉｋｅ求解方程、弹性应力场方程的伴随变量，其维度分别和Ｃ，Ｕ 对应．于是，目标

对设计变量ρ的敏度为

ｄ　Ｊ
∧

ｄρ
＝
ｆＣ（）
Ｃ

ｄＣ
ｄρ
＋λＴ１ Ｈ

ｄＣ
ｄρ
－
Ｐ
Ｕ
ｄＵ
ｄρ（ ）＋λＴ２ ＫρＵ＋Ｋ

ｄＵ
ｄρ（ ）＝

　 
ｆＣ（）
Ｃ

＋λＴ１Ｈ（ ）ｄＣｄρ＋ －λＴ１
Ｐ
Ｕ
＋λＴ２Ｋ（ ）ｄＵｄρ＋λＴ２

Ｋ
ρ
Ｕ

（３２）

为了消去场变量对设计变量的敏度，令含
ｄＣ
ｄρ
、ｄＵ
ｄρ

的项为零得到伴随方程

ｆＣ（）
Ｃ

＋λＴ１Ｈ＝０ （３３）

－λＴ１
Ｐ
Ｕ
＋λＴ２Ｋ＝０ （３４）

求解式（３３）、（３４）得到伴随变量λ１、λ２，目标函数的敏度表达式化简为

ｄ　Ｊ
∧

ｄρ
＝λＴ２

Ｋ
ρ
Ｕ （３５）

２．３　数值实现

在２．１节中所述的优化问题是非线性的，求解该问题需要使用迭代的方式进行，在每个迭代步中求解近

似的线性化子问题．具有单个约束（体积约束）的优化问题可以用很多算法求解，比如优化准则法（Ｏｐｔｉｍａｌｉｔｙ
Ｃｒｉｔｅｒｉａ，ＯＣ）、进化算法等．然而，本文的约束更多，使用上述算法可能得不到一个满意的解．目标复杂、具有

多个约束的优化问题可以由线性序列规划方法（Ｓｅｑｕｅｎｔｉａｌ　Ｌｉｎｅａｒ　Ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ，ＳＬＰ）、ＣＯＮＬＩＮ以及移动

渐近线法（Ｍｅｔｈｏｄ　ｏｆ　Ｍｏｖｉｎｇ　Ａｓｙｍｐｔｏｔｅｓ，ＭＭＡ）等算法求解．本文使用 ＭＭＡ［１６］算法，这种算法将非凸的

目标和约束作了凸近似，在每一个迭代步内求解一个线性化的子问题，用子问题的解近似原问题的解．
在实际的数值实现时，首先指定设计域的材料、边界条件、载荷等进行有限元计算初始化．每一个优化迭

代步由以下三个部分组成：１）求解弹性应力场方程、Ｚｅｒｎｉｋｅ系数方程；２）敏度分析，求解伴随变量、敏度；３）
用 ＭＭＡ更新设计变量．对于有多个工况的优化问题，步骤１）、２）需要多次重复．当满足预设的收敛条件或达

到最大迭代步时，迭代停止，获得优化的结构．
本文算法的实现使用了有限元软件ＣＯＭＳＯＬ的二次开发功能．

３　算例及结果

３．１　模型设置

算例使用的反射镜、支撑几何尺寸如图１所示，Ｒ＝０．５ｍ，ｔ１＝０．１ｍ，ｔ２＝０．２ｍ．反射镜的材料为微晶玻

璃，其杨氏模量为９０．３ＧＰａ，密度为２　５３０ｋｇ／ｍ３，泊松比为０．２４３；支撑结构的材料为超殷钢４Ｊ３２，其杨氏模

量为１４１ＧＰａ，密度为８　１００ｋｇ／ｍ３，泊松比为０．２５．本文只考虑反射镜受重力Ｇ 作用，忽略支撑结构的重力，
固定边界如前所述．Ｚｅｒｎｉｋｅ拟合项取Ｆｒｉｎｇｅ列表前１１项．同时，选择水平放置和倾斜放置两种情况下的算

７－１００２２６０
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例来说明算法的有效性．
３．２　水平放置

反射镜水平放置，模型的载荷及边界条件如图２所示．水平放置下，反射镜的面形Ｚｅｒｎｉｋｅ系数中，轴向

位移、场曲、初级球差和初级三叶像差占主要的部分，都需要优化，所以这是一个多目标的优化问题．在这里

选择轴向位移为目标，其余的像差作为约束，得到如下的拓扑优化数学模型

ｍｉｎ：ｃ２１ｓ．ｔ．ＨＣ（Ｕ）＝Ｐ（Ｕ）

Ｋ（ρ）Ｕ（ρ）＝Ｆ
ｃ２４≤ｃ＊４
ｃ２９≤ｃ＊９
ｃ２１０＋ｃ２１１≤ｃ＊１０１１

∫ρｄΩ ≤Ｖ＊

０＜ρｍｉｎ≤ρ≤１

烅

烄

烆

（３６）

式中，相关方程的含义同节２．１；ｃ＊４ 、ｃ＊９ 和ｃ＊１０１１为约束的上限，可以根据实际的工程需求选取一个相对合理的

数值，本文取１０－１６；体积分数上限Ｖ＊ 取０．２；初始结构为设计变量０．３的均匀分布结构．
支撑结构的拓扑优化结果如图５所示，这里没有绘出支撑结构上面的反射镜，为完整的优化结构提供了

两 种视角．由于优化模型的固定边界条件（如图５（ａ）中棕色圆锥形所示）和边界载荷具有三分之一圆周对称

图５　支撑结构的完整优化结果

Ｆｉｇ．５　Ｆｕｌｌ　ｏｐｔｉｍａｌ　ｏｆ　ｓｕｐｐｏｒｔｉｎｇ　ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

性，所以其拓扑优化结构也具有相应的对称性．从图５（ａ）中看到，结构中存在较为细小的结构，如灰色圆圈、

红色圆圈和紫色圆圈部分．这些细小结构的上表面和比较粗壮的六个支撑结构的上表面在一个平面上，和反
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射镜相连，也就是说细小结构也是实际支撑反射镜的．由于本模型是多目标优化，优化的约束中存在场曲、初
级球差这类中心为位移模式曲面驻点的像散项，所以存在灰色圆圈、紫色圆圈内的结构来减小中心部分位

移；圆周散布的六个较为粗壮的支撑结构结合红色圆圈内的结构可以减小三叶像散的烈度．图５（ｂ）、（ｃ）分别

展示了拓扑优化结构的俯视图和仰视图．
图６为初始结构与拓扑优化结构对应的合并后的Ｚｅｒｎｉｋｅ系数，各项定义为

ｃｏｅｆ．１＝ａｂｓ　ｃ１（ ） （３７）

ｃｏｅｆ．１表征镜面的轴向位移位移模式；

ｃｏｅｆ．２＝ ｃ２２＋ｃ槡 ２
３ （３８）

ｃｏｅｆ．２表征镜面的倾斜位移模式；

ｃｏｅｆ．３＝ ｃ２７＋ｃ槡 ２
８ （３９）

ｃｏｅｆ．３表征镜面的初级慧差位移模式；

ｃｏｅｆ．４＝ ｃ２５＋ｃ槡 ２
６ （４０）

ｃｏｅｆ．４表征镜面的像散位移模式；

ｃｏｅｆ．５＝ａｂｓ（ｃ４） （４１）

ｃｏｅｆ．５表征镜面的离焦位移模式；

ｃｏｅｆ．６＝ａｂｓ（ｃ９） （４２）

ｃｏｅｆ．６表征镜面的初级球差位移模式；

ｃｏｅｆ．７＝ ｃ２１０＋ｃ２１槡 １ （４３）

ｃｏｅｆ．７表征镜面的三叶像散位移模式．
为了更加直观，图６中纵坐标的函数值设为ｌｇ　ｃｏｅｆ．ｉ（ ）＋１２，ｉ＝１，２，…，７．在图６中，约束值对应的函数

值为４，如红色虚线所示．图６中带有黑色框的柱状图表示优化的目标与约束对应的数值．可以看到，轴向位

移得到了较大的优化，达到了１０－６量级；同时，场曲、初级球差以及三叶像散均得到了很好的优化，基本都满

足了约束．目标对迭代步的变化如图７所示．优化结构在优化循环１５０步时得到，在１５０步时基本已经收敛．

图６　各项系数优化前后对比

Ｆｉｇ．６　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｂｅｆｏｒｅ　ａｎｄ
ａｆｔｅｒ　ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

图７　ｃ２１随循环步的变化

Ｆｉｇ．７　Ｃｈａｎｇｅｓ　ｏｆ　ｃ２１ａｌｏｎｇ　ｗｉｔｈ　ｉｔｅｒａｔｉｏｎ　ｓｔｅｐｓ

３．３　４５度斜放

反射镜４５°斜放，模型的载荷如图８所示，固定边界条件仍然如图２（ｂ）所示．考虑到实际工程应用和模型

的对称性，这里包含两个工况，且两个工况中的载荷是对称的．简洁起见，这里固定坐标轴以及系统结构，用

旋转重力的方向来表示不同角度下的受力状态．如图８所示，将模型沿着垂直于对称平面的直径剖开，图８
（ａ）和（ｂ）分别展示了两种工况中的重力（Ｇ１和Ｇ２）方向．
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图８　４５°斜放情况下的载荷

Ｆｉｇ．８　Ｌｏａｄｓ　ｉｎ　ｔｉｌｔｓ　ｏｆ　４５°

这种放置方式下，反射镜的面形变化中，轴向位移、倾斜、场曲、像散、初级慧差、初级球差以及初级三叶

像散都较大，均需要优化，这也是一个多目标优化问题．这里选择轴向位移和倾斜项作为目标，其余项作为约

束小于给定值的形式进行优化，得到的拓扑优化数学模型为

Ｍｉｎ：ｃ２１＋ｃ２２＋ｃ２３ｓ．ｔ．ＨＣ（Ｕ）＝Ｐ（Ｕ）

Ｋ（ρ）Ｕ（ρ）＝Ｆ
ｃ２４≤ｃ＊４
ｃ２５＋ｃ２６≤ｃ＊５６
ｃ２７＋ｃ２８≤ｃ＊７８
ｃ２９≤ｃ＊９
ｃ２１０＋ｃ２１１≤ｃ＊１０１１

∫ρｄΩ ≤Ｖ＊

０＜ρｍｉｎ≤ρ≤１

烅

烄

烆

（４４）

式中，ｃ＊４ 、ｃ＊５６、ｃ＊７８、ｃ＊９ 和ｃ＊１０１１为约束的上限，可以根据实际的工程需求确定．在这里，可以假定一个相对合理

的数值，比如都取１０－１６．体积分数上限Ｖ＊ 取０．２，初始结构为设计变量０．２的均匀分布结构．
支撑结构的拓扑优化结果如图９所示，除了图９（ｂ）、（ｃ）以外，其余子图均未画出反射镜．图９（ａ）为拓扑

优化结构的正等轴测图，图中的蓝色圆锥表示固定点．可以明显地看到，拓扑优化结构有着明显的对称性，对
称 面如图９（ａ）所示．这种结构的对称性是由两种工况中载荷的对称性造成的．图９（ｂ）、（ｃ）为优化结构的左视
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图９　支撑结构的优化结果

Ｆｉｇ．９　Ｏｐｔｉｍｉｚｅｄ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ　ｏｆ　ｓｕｐｐｏｒｔｉｎｇ　ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

图，同时还画出了反射镜，二者的视角如图９（ａ）中粉色箭头所示，两种工况下的重力载荷如图中所示意并且

和图８相对应可以很明显的看到载荷的对称性．图９（ｄ）、（ｅ）的３Ｄ视图视角分别对应图９（ａ）中紫色和蓝色

箭头．图９（ｅ）中蓝色的圆锥同样表示固定点．图９（ｆ）、（ｇ）为优化结果的俯视图和仰视图．
图１０列出了初始结构与拓扑优化结构对应的合并后的Ｚｅｒｎｉｋｅ系数，各项定义为

ｃｏｅｆ．１＝ ｃ２１＋ｃ２２＋ｃ槡 ２
３ （４５）

ｃｏｅｆ．１表征镜面的轴向位移和倾斜的“刚体位移”位移模式；
ｃｏｅｆ．２＝ａｂｓ（ｃ４） （４６）

ｃｏｅｆ．２表征镜面的离焦位移模式；

ｃｏｅｆ．３＝ ｃ２５＋ｃ槡 ２
６ （４７）

ｃｏｅｆ．３表征镜面的像散位移模式；

ｃｏｅｆ．４＝ ｃ２７＋ｃ槡 ２
８ （４８）

ｃｏｅｆ．４表征镜面的初级慧差位移模式；
ｃｏｅｆ．５＝ａｂｓ（ｃ９） （４９）

ｃｏｅｆ．５表征镜面的初级球差位移模式；

ｃｏｅｆ．６＝ ｃ２１０＋ｃ２１槡 １ （５０）
ｃｏｅｆ．６表征镜面的三叶像散位移模式．

为了更加直观，图１０中纵坐标的函数值设为ｌｇ　ｃｏｅｆ．ｉ（ ）＋１２，ｉ＝１，２，…，６．在图１０中，约束值对应的函

数值为４，如红色虚线所示．图１０中除了ｃｏｅｆ．１以外，其余所有的系数都是优化对象，可以明显的看到除了

ｃｏｅｆ．１，其余所有的系数都减小到了１０－８左右的量级，基本满足了约束；ｃｏｅｆ．１本身也达到了１０－６量级．据此，
本文的优化算法在这种工况下也适用．目标对迭代步的变化如图１１所示．优化结构在优化循环２００步时得

到，在２００步时基本已经收敛．
１１－１００２２６０
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图１０　各项系数优化前后对比

Ｆｉｇ．１０　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｂｅｆｏｒｅ　ａｎｄ
ａｆｔｅｒ　ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

图１１　ｃ２１＋ｃ２２＋ｃ２３随循环步的变化

Ｆｉｇ．１１　Ｃｈａｎｇｅｓ　ｏｆ　ｃ２１＋ｃ２２＋ｃ２３ａｌｏｎｇ　ｗｉｔｈ
ｉｔｅｒａｔｉｏｎ　ｓｔｅｐｓ

４　结论

本文将Ｚｅｒｎｉｋｅ系数的计算结合到有限元框架中，建立了Ｚｅｒｎｉｋｅ系数和有限元位移场的解之间的函数

关系，实现了直接以Ｚｅｒｎｉｋｅ系数为目标、约束的多目标反射镜支撑结构的拓扑优化．两个示意算例结果说明

了本文算法的有效性．在本文理论的基础上，后续将通过增材制造等形式将优化结构制造出来，与理论结果

相对照；同时可以考虑支撑结构的自重进行优化，并开发优化波像差的算法，即以整个系统在像空间内波面

的Ｚｅｒｎｉｋｅ系数为目标，对反射镜的支撑结构进行优化，从而实现系统级的拓扑优化．
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