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磁共振系统梯度线圈设计是一个多目标优化问题, 在设计时需要综合考虑能耗、磁场能、线性度等设计要
求. 这些设计要求通常难以同时获得极小解, 因此在设计梯度线圈时需要权衡线圈的各方面的设计需求. 本
文基于柱面可展性和流函数设计方法, 结合Pareto优化方法实现了在超椭圆柱设计表面上梯度线圈的多目标
设计. 分别分析了磁场能、能耗目标对梯度线圈线性度、线圈构型的影响; 并在Pareto解空间中分析各目标的
相互变化关系, 通过数值算例验证了该方法在超椭梯度线圈设计时的有效性与灵活性. 优化结果显示, 在满
足线性度误差小于 5%, 能耗与磁场能分别小于用户设定值的设计约束下, 梯度线圈的多目标设计存在多个局
部优化解. 该方法可以直观地比较相同目标函数值的情况下各单目标的具体表现, 有利于实现不同的设计要
求下梯度线圈的最终定型设计.
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1 引 言

磁共振成像作为一种非介入式影像技术, 能够
反映物体内部的层次结构. 在过去的几十年, 磁共
振成像已经成为医疗诊断、生物研究、材料研究等

领域的重要途径之一. 磁共振成像是利用预先定义
的可控磁场 (如线性梯度磁场)来编码信号的空间
位置信息 [1]. 因此磁场的线性度、均匀度、强度将
直接影响设备成像的效果. 梯度磁场由线圈产生,
通常布置在圆柱表面上, 但为了更好地满足医疗需
求, 本文采用在超椭圆柱表面上设计梯度线圈的方
法, 以期减少被检测者的幽闭恐惧症 [2].

现有梯度线圈的主要研究方法有目标场法和

流函数法. 目标场法在 1986年由Tuner首先提出,
结合Fourier变换求解电流密度 [3,4]. 在此基础上,
该方法被应用到双平面、圆柱面等设计表面; 文

献 [5—9]进一步发展了圆柱面等简单规则设计曲
面的目标场法. 流函数法 [10−13]是基于有限元离散

求解的思想, 更适应于复杂曲面的梯度线圈设计.
现有的算法实现方式主要有直接法、镜像法和有限

元法 [14]; 王秋良课题组 [15,16]在此基础上进一步实

现了算法的改进与快速计算. 近二十几年的发展
中, 梯度线圈的设计研究在磁场线性度、均匀性方
面有了很大的进展 [17,18], 但成像响应时间、能耗、
振动与噪音等性能指标仍需要进一步优化, 从而提
高仪器的效率. 响应时间与电感直接相关, 降低线
圈总电感值不仅可以减少能耗, 还可以减小磁场的
涡流效应. 本文利用流函数法以梯度线圈的电感
值、能耗等为优化目标进行设计研究, 从而减小线
圈响应时间, 降低能耗.

为了提供更好的性能和患者使用时的舒适度,
理想的线圈同时具有最小的磁场能、最高的电磁转
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化率、最小的电阻、较好的磁场线性度、较短的响应

时间以及较低的由洛伦兹力引起的噪音等性能. 然
而, 该问题并不存在一个同时使所有目标性能最优
的解, 而是可能存在一系列权衡各性能的局部最优
解. 因此需要同时优化多个目标来获取更好的综合
性能. 另一方面, 梯度线圈设计问题属于多目标问
题 [17−25], 以单个磁场线性度为目标来求解具有不
存在惟一解、线型振荡等问题. 之前的研究中, 为避
免这类问题采用Tikhonov正则化方法构建目标函
数 [2], 但该方法并无对应的实际物理意义. 本文结
合Pareto优化理论 [23]对磁共振系统梯度线圈的线

性度、能耗、磁场能等多目标进行优化分析.

2 理论方法

目前, 磁共振梯度线圈的设计方法主要可分为
目标场法和流函数法. 相对于目标场法, 流函数法
具有更加灵活、适应复杂设计曲面的优势. 本文采
用流函数法进行分析计算. 梯度线圈设计是一个多
目标优化问题, 需综合考虑磁场的线性度、磁场能、
线圈的能耗等因素.

2.1 流函数法

流函数法相对于目标场法将电流密度的矢量

求解转化为流函数ψ的标量求解,简化了求解过程,
更适应于超椭等复杂曲面的线圈设计. 故本文采用
流函数法在超椭圆柱设计表面 (图 1 )上进行线圈
的优化设计, 电流密度J可表示为

J = ∇× (ψ · ne), (1)

其中, ne = (nex, ney, 0)是超椭设计表面
[2]

(x/a)2/m + (y/b)2/n = 1的单位外法向量; nex, ney

分别是单位外法向量ne的x, y方向分量; a, b分别
是超椭圆的长短半轴的半轴长; m,n ∈ (0, 1].
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图 1 超椭设计表面与ROI及设计表面的展开面
Fig. 1. Current-carrying surface Γcoil, ROI, and the de-
veloped design surface.

根据Biot-Savart定律, 目标区域 (region of in-
terest, ROI)内第 i点的磁场强度 z方向分量可

表示为

Bz(ri, θi, zi)

=
µ0

4π

∫ zu

zl

∫ 2π

0

Jy(θ, z)RC − Jx(θ, z)RS

[R2
C +R2

S + (z − zi)2]
3
2

dldz, (2)

其中,

Jx(θ, z) = −
∂ψ

∂z
ney,

Jy(θ, z) =
∂ψ

∂z
nex,

RC = a| cos θ|msign(cos θ)− ri cos θi,

RS = b| sin θ|nsign(sin θ)− ri sin θi,

dl =
[
(am sin θ)2| cos θ|2m−2

+ (bn cos θ)2| sin θ|2n−2
]1/2dθ,

Zu, Zl分别是超椭圆柱面Z轴向的上下边界;
(ri, θi, zi)是ROI的场点坐标, (θ, z)是超椭设计表
面展开坐标.

利用有限单元法分片逼近的思想 [2], 超椭圆柱
面展开平面上的流函数ψ可表示为

ψ =
v∑

j=1

φjNj , (3)

其中φj为各节点值, Nj为插值函数, v是设计表面
Γcoil上各节点的自由度总和.

2.2 梯度线圈设计目标和约束

本文中根据梯度线圈的性能的重要性以及病

人的舒适度, 在超椭圆柱设计表面上对梯度线圈的
线性度、能耗和磁场能进行了多目标优化.

2.2.1 磁场强度与线性度

磁共振系统成像的原理在于利用线性的梯度

磁场Gx, Gy, Gz来区分不同空间位置的磁共振信

号, 实现空间定位 [1]. 梯度线圈产生的磁场分布
逼近目标梯度磁场分布是实现其定位功能的基本

要求. 因此, 在已有的梯度线圈优化模型中, 都
将ROI内真实磁场强度 z分量的真实值Bz与理想

值B∗
z的偏离值和作为优化的主要设计目标, 可

表达为

fB =

∫
ΩROI

(Bz −B∗
z )

2dΩROI. (4)

磁场线性度在工程中是衡量线圈成像质量的

一个重要参数. 梯度磁场的线性度将直接影响到成
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像的质量, 线性度越高, 空间定位越精确, 获得的
图像质量就越好. 磁场线性度可用最大线性误差
g∆Bz来衡量:

g∆Bz =
|Bz −B∗

z |
|Bmax

z |
× 100%, (5)

其中, Bmax
z 是ROI内Bz真实值中的最大值. 实际

应用中通常要求在ROI内 g∆Bz < 5%.

2.2.2 梯度线圈能耗

梯度磁场需由梯度线圈通过电流驱动产生, 在
此过程中会由于线圈的电阻产生大量的热量, 造成
设备过热、能源消耗过多等. 因此在设计优化中, 将
考虑由于线圈电阻产生的能耗, 从而提高线圈的电
磁转换率. 在实际计算中, 线圈的能耗可表示为

fP =
1

2σt

∫
Γcoil

|J |2dΓcoil, (6)

其中, σ为电导率, t是导电层厚度.
根据能耗 fP 与电阻R、电流 I的关系, 可以求

出表征线圈性能的重要参数之一线圈的电阻R.

fP =
1

2
I2R, (7)

其中 I线圈电流, 计算中一般取 I = (ψmax −
ψmin)/N , ψmax 和ψmin分别是流函数的最大值和

最小值 [11], N是线圈圈数.

2.2.3 梯度线圈磁场能

在磁共振设备工作时, 需频繁切换线圈的电流
来达到成像定位的作用. 因此线圈的电感将直接影
响到设备的响应速度与成像时间. 而磁场能的大小
反映了线圈的电感值, 优化磁场能将等效于优化线
圈电感 [4,19].

磁场能与电感的关系表达式:

fE =
1

2
LI2. (8)

在该问题中磁场能可由 (9)式求得

fE =
1

2

∫
Ω

J ·AdΩ, (9)

其中, A是磁位移矢量. 由于在非设计区域J = 0,
所以磁场能可写成

fE =
1

2

∫
Γcoil

J ·AdΓcoil. (10)

2.3 多目标优化

2.3.1 Pareto多目标优化
实际工程问题的优化大多基于多约束条件下

的多目标优化问题. 对于某些等式或不等式约束条

件, 可转化为辅助优化目标. 要得到满足各要求的
优化解, 需对各个目标、约束进行权衡并建立适于
求解的多目标函数形式 [26−28]. 多目标的一般函数
形式为

min : F (x) = [F1(x), F2(x), · · · , Fk(x)]
T,

s.t. : gj(x) 6 0 (j = 1, 2, · · · ,m),

hl(x) = 0 (l = 1, 2, · · · , e), (11)

(11)式中Fk(x)为第 k个子目标函数, gj(x)为第 j

个不等式约束, hl(x)为第 l个等式约束. Pareto
优化 [23]是指有且仅有x∗ ∈ X 使得对于x ∈ X

有F (x) 6 F (x∗), 并且至少存在一个目标函数
有Fi(x) 6 Fi(x

∗), 则点x∗为Pareto优化. 当有
且仅有x∗ ∈ X对于x ∈ X不再存在x使得有

F (x) 6 F (x∗), 则点x∗为弱Pareto优化. 若有
F o ∈ Zk, 如果对于每一个 i = 1, 2, · · · , k, 都存在
F o = min

x
{Fi(x)|x ∈ X}, 则x为理想点.

多目标优化有一些用来判断评定优化方法最

终效果的概念, 最常用的两种概念是多目标优化必
要条件和充分条件. 如果一个多目标优化形式提供
一个必要条件, 对于一个Pareto优化点, 则必为此
多目标优化形式的解. 对于提供必要条件的多目
标优化形式, 可通过调整参数来获得所有的Pareto
优化点, 如果一个多目标优化形式提供一个充分条
件, 则其解为Pareto优化, 但是一个确定的Pareto
优化点可能无法获取.

2.3.2 梯度线圈的多目标优化

梯度线圈的优化需要综合考虑上述线性度、能

耗、磁场能等目标及约束 [13], 可表达为

min : f(φ) = [fB(φ), fP (φ), fE(φ)],

s.t. : g∆Bz < 5%. (12)

多目标处理方法主要有: 全局加权准则法、加权和
法、字典式法、加权最小最大法、指数加权法和加

权积法等. 为了更好地分析各个目标参数, 本文采
用加权和与归一化相结合的多目标处理方法 [24,25],
其表达形式为

f(φ) = ωB
fB − fB min

fB max − fB min
+ ωP

fP − fP min
fP max − fP min

+ ωE
fE − fE min

fE max − fE min
, (13)

其中

ωB + ωP + ωE = 1,
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fB min =

∫
ΩROI

(Bz −B∗
z )

2dΩROI|φ=φopt ,

fB max =

∫
ΩROI

(Bz −B∗
z )

2dΩROI|φ=0,

fP min =
1

2σt

∫
Γcoil

|J |2dΓcoil|φ=0,

fP max =
1

2σt

∫
Γcoil

|J |2dΓcoil|φ=φopt ,

fE min =
1

2

∫
Γcoil

J ×AdΓcoil|φ=0,

fE max =
1

2

∫
Γcoil

J ×AdΓcoil|φ=φopt ,

ωB, ωP , ωE分别是目标函数 fB, fP , fE的对应权重

系数.

2.3.3 敏度分析

在优化过程中, 需要计算函数的敏度:
∂f

∂φj
=

ωB

fB max − fB min

∂fB
∂φj

+
ωP

fP max − fP min

∂fP
∂φj

+
ωE

fE max − fE min

∂fE
∂φj

. (14)

根据 (2)和 (4)式可求出线性度函数 fB的敏度:

∂fB
∂φj

=

p∑
i=1

(Bzi −B∗
zi)
µ0

4π

×
∫ zu

zl

∫ 2π

0

∂Nj

∂z
(nexRC + neyRS)

[RC +RS + (z − zi)]
3
2

dldz, (15)

其中p是ROI离散点的总数. 根据 (6)式, 能耗目标
函数的流函数表达形式可写成

fP =
1

2
φTR̃φ, (16)

其中

φ = [φ1, φ2, · · · , φv]
T,

R̃ij =
1

tσ

∫
Γcoil

∇× (Nj · ne) · ∇ × (Ni · ne)dΓcoil

(i, j = 1, 2, 3, · · · , v),

对其求敏度

∂fP
∂φj

=

v∑
i=1

R̃ijφi. (17)

根据 (10)式可推出磁场能目标可表示为

fE = φTWφ, (18)

其中

Wjk =
µ0

8π

∫
Γcoil

∇× (Nj · ne)

×
[ ∫

Γ ′
coil

∇× (N ′
k · ne)√

(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2
dΓ ′

coil

]
× dΓcoil (j, k = 1, 2, 3, · · · , v),

对其求敏度

∂fE
∂φk

=

v∑
j=1

Wjkφj . (19)

对于加权目标 f(φ), 其敏度可由 (14)式计算.

3 算 例

本文以 y方向梯度线圈设计为例在超椭圆柱

设计表面进行多目标梯度线圈设计. 设定ROI磁
场强度梯度的目标值B∗

z为10 mT/s.

3.1 结合磁场能的优化

本小节只讨论磁场能与磁场线性度, 故能耗的
权重系数ωP 取为0, 目标函数可表达为

f(φ) = ωB
fB − fB min

fB max − fB min

+ ωE
fE − fE min

fE max − fE min
, (20)

其中ωB + ωE = 1.
为方便比较, 计算中以优化后的线圈Coil0

为参照进行对比, 其中Coil0是磁场能权重系数
ωE = 4.8× 10−4时的计算结果, 参数如表 1所列.

由图 2 (b)可知在Coil0处有
∂fB
∂fE

∣∣∣
Coil0

= −10.11fB0

fE0
. (21)

表 1 梯度线圈Coil0参数
Table 1. Parameters of the gradient coil, Coil0.

a/mm b/mm h/mm ωE fB/T 2 fE/J g∆Bz/%

45 36 270 4.8× 10−4 2.7164× 10−9 1.4891× 10−4 1.5862
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如图 2所示, 增加磁场能目标的权重值能够有
效降低磁场能, 但随着磁场能权重系数的增加将导
致线性度目标 fB的增加, 降低了线性度. 由 (21)
式可知在Coil0处磁场能降低 1%将导致磁场线性
度损失 10.11%; 然而磁场能与电感呈线性关系, 增
加磁场能将导致电感增加, 进一步会增加磁共振系
统的响应时间. 因此, 在设计中需综合考虑各因素,
针对设计需求进行优化设计.

磁场能目标除了能够优化磁场能的大小外, 还
可以用来优化线圈的设计尺寸. 增加ROI的体积
将导致磁场能增加. 在ROI尺寸不变时, 合理地降
低线圈分布表面尺寸, 将提高磁共振系统的空间利
用率, 提高磁共振系统的工作效率. 在本文中, 利
用优化磁场能来得到合理的线圈分布表面尺寸.

如图 3所示, 随着线圈分布表面高度h的增加,
线性度与磁场能均减小, 在h增加到180 mm时, 磁
场能与场强线性度趋于平缓; 当h增大至 400 mm
时增加高度会导致磁场能变大而线性度变好. 对

比图 4中在不同高度、相同权重系数下的线圈线型,
可以发现降低h会存在线型振荡, 线圈局部密集的
现象; 而h增大至 270 mm后继续增加h值获得的

梯度线圈线型的高度相同. 因此, 在后续的计算中,
本文都采用h = 270 mm设计分析. 通过以上分析
可以发现结合磁场能目标与线圈的线型可以更好

地选取满足设计要求的线圈尺寸参数.

3.2 结合能耗的优化

本小节将讨论线圈能耗与磁场线性度对线型

的影响, 磁场能的权重系数ωE取为 0, 目标函数可
表达为

f(φ) = ωB
fB − fB min

fB max − fB min

+ ωP
fP − fP min

fP max − fP min
, (22)

其中ωB + ωP = 1.
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线圈的能耗主要受线圈的长度与电流的大小

影响, 优化能耗函数, 其实质是对线圈线长的约束,
使线型规整, 减少线型振荡的产生. 为方便比较能
耗目标对梯度线圈设计的影响, 该部分的设计表面
都设定为a = 45 mm, b = 36 mm, h = 270 mm.

如图 5所示, 通过增加能耗目标权重系数可以
有效减小梯度线圈的能耗. 根据实际对线性度与能
耗需求可以选取合适的权重系数, 使梯度磁场的线
性度控制在合理的范围内. 对比图中A, B位置的
参数与线型如表 2和图 6所示, 发现增大能耗的权
重系数, 可以减小线圈电流, 同时使线圈更光滑.

3.3 结合能耗、磁场能的多目标优化

在实际应用中, 梯度线圈的设计是需要综合考
虑多个性能参数的多目标优化问题. 本节将讨论综
合磁场能、能耗、线性度目标设计梯度线圈, 目标函
数表达形式为 (13)式.
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图 5 磁场线性度与线圈能耗目标值和权重系数的关系

Fig. 5. The relationship of the weight parameter for
power dissipated ωP to objective value for power dis-
sipated fP and objective value for linear gradient de-
viation fB .

表 2 图 5中A, B位置梯度线圈的性能参数
Table 2. Parameters of gradient coils of coil solutions noted as A, B in Fig. 5 .

ωP I/A fB/T 2 fP /W g∆Bz/%

A 8× 10−6 3.4476 9.1001× 10−12 0.1693 0.0952

B 0.01 2.7026 7.9654× 10−9 0.1029 2.3814
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Fig. 6. (color online) (a) Wire paths and stream function of coil solutions noted as A in Fig. 5 , and (c) part of wire
paths corresponding to (a); (b) wire paths and stream function of coil solutions noted as B in Fig. 5 , and (d) part
of wire paths corresponding to (b).
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图 7 (网刊彩色) Pareto解空间 (满足 g∆Bz 6 5%, fE 6 1.25 × 10−4, fP 6 0.105), 其中 (a), (b), (c) 分别是对应
fP , fE , fB的值

Fig. 7. (color online) Pareto front solution of multiple objectives optimization problem defined by the objectives
fB , fE , fP , and constrained to g∆Bz 6 5%, fE 6 1.25 × 10−4, fP 6 0.105: (a) corresponding to fP , (b) corre-
sponding to fE , (c) corresponding to fB .

表 3 图 7 (c)中C, D, E位置Pareto优化解对应梯度线圈的参数
Table 3. Parameters of gradient coils of Pareto front solutions noted as C, D, E in Fig. 7 (c).

ωP ωE fB/T 2 fP /W fE/J g∆Bz/%

C 0.0024 0.00704 3.6667× 10−8 0.1047 1.1284× 10−4 4.9989

D 0.0040 0.00256 1.5945× 10−8 0.1047 1.2492× 10−4 3.3245

E 0.0368 3.2000× 10−4 3.5935× 10−8 0.0885 1.2482× 10−4 4.9953
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Fig. 8. (color online) Quadrant of wire paths of gradient coils of Pareto front solutions noted as C, D, E in
Fig. 7 (c): (a) coil solutions noted as C (in red solid line), coil solutions noted as D (in black dotted line),
(b) coil solutions noted as D (in black dotted line), coil solutions noted as E (in blue solid line).

图 7中三角形区域是满足 g∆Bz 6 5%, fP 6
1.25 × 10−4, fE 6 0.105的Pareto解空间. 通过
比较图 7 (a)—(c)的变化趋势, 根据实际需求可以
直观地得到可行解. 表 3为图 7 (c)中C, D, E位置
Pareto优化解对应梯度线圈的参数. 比较图 8中的
线型可以发现增加能耗或磁场能的权重将会有效

抑制线圈的局部振荡.

4 结 论

梯度线圈的设计是一个多目标优化问题, 需要
权衡各性能指标, 如能耗、磁场能、线性度等. 在
形状设计时也需要考虑磁场能等目标来达到最佳

线圈尺寸, 从而提高磁共振系统的空间利用率和工
作效率. 在实际设计过程中, 针对不同的应用需求,
需要性能不同的线圈. 本文尝试利用多目标优化方
法实现超椭圆柱设计表面梯度线圈的设计问题. 通
过计算表明该方法可以直观地反映多个性能参数

的关系, 从而在设计过程中根据需求更好地权衡各
个参数. 从多目标优化设计模型的角度考虑, 文中
采用的算法可以扩展到多于四个合理目标的线性

组合. 但是局部最优解的存在与否强烈依赖于各个
单目标约束值的选取. 如果约束选取的过紧, 非常
有可能发生可行解不存在的情况. 因此, Pareto算
法仅仅给出了一个寻找多目标 (尤其是多目标之间
有冲突的情况下)优化解的一个寻优策略, 局部最
优解的最终确定还是强烈依赖于设计人员对于各

单个目标特性了解的基础上对优化参数的调整. 文

中通过优化磁场能目标实现了线圈设计表面尺寸

的优化, 再通过对比能耗、磁场能、线性度目标的变
化趋势来设计出满足需求的梯度线圈. 其他目标如
振动、主动屏蔽等将在后续研究中进一步探讨.
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Abstract
The design of gradient coils for a magnetic resonance imaging (MRI) system is a multiple objective optimization

problem, which usually needs to deal with a couple of conflicting design objectives, such as the stored magnetic energy,
power consumption, and target linear gradient distribution. These design requirements usually conflict with each other,
and there is no unique optimal solution which is capable of minimizing all objectives simultaneously. Therefore, the
design of gradient coils needs to be optimized reasonably with the tradeoff among different design objectives. Based on
the developable property of the super-elliptical cylindrical surface and the stream function design method, the multiple
objective optimization problem is analyzed by using the Pareto optimization method in this paper. The effect of
proposed approach is illustrated by using the stream function method and three aforementioned coil design objectives
are analyzed. The influences of the stored magnetic energy and power consumption target on linearity of gradient coil
and the configuration of coils are analyzed respectively. The suitable sizes of gradient coils are discussed by analyzing
the change of the stored magnetic energy. A weighted sum method is employed to produce the optimal Pareto solutions,
in which the multiple objective problem reduces into a single objective function through a weighted sum of all objectives.
The quantitative relationship of each design requirement is analyzed in the Pareto solution space, where Pareto optimal
solutions can be intuitively found by dealing efficiently with the tradeoff among different coil properties. Numerical
examples of super-elliptical gradient coil solutions are provided to demonstrate the effectiveness and versatility of the
proposed method to design super-elliptical gradient coils with different coil requirements. The optimization results
show that there are multiple available solutions in the convex Pareto solution space under the constraints that the linear
gradient deviation is less than 5% and the magnetic stored energy and power dissipated are both no more than user-preset
values. In the case that the values of summed objective functions are the same, the proposed method can intuitively see
the performance of each individual target, thereby conducting to realizing the final design of gradient coils under the
different design requirements. With the proposed approach, coil designers can have a reasonable overview of gradient
coil design about the achievable performances of some specific properties and the competing or compatible relationships
among coils properties. Therefore, a suitable design of the gradient coils for a given requirement of MRI application can
be chosen reasonably.

Keywords: gradient coils, stream function, super-elliptical cylindrical surface, Pareto optimization
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