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广义最小二乘法在主动光学模式定标中的应用
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摘 要： 为了解除 4 m 轻量化反射镜支撑系统间存在的相互耦合作用，提出了采用广义最小二乘法

进行主动光学的模式定标计算。首先，介绍了 4 m 轻量化反射镜的支撑系统，推导出液压 Whiffletree
支撑系统工作下主动光学校正力组满足解耦条件的等式约束方程，将节点面积加权因子修正后的

Zernike 多项式面形拟合过程作为有限元分析前处理，建立主动光学的响应矩阵。其次，采用广义最小

二乘法求解同时满足等式和不等式约束下的最佳校正力组。最后，将提出的方法应用于重力印透效应

产生的镜面变形主动力解算，分析不同阻尼因子对解算结果的影响。结果表明：阻尼因子取 7.4e-9时，达

到了满足约束条件的最佳校正效果，镜面面形均方根由最初的 271.5 nm 通过校正后变为 8.3 nm。验

证了广义最小二乘法应用于 4 m 轻量化反射镜主动光学校正力组解算的可行性。
关键词： 主动光学； 模式定标； 4 m 轻量化反射镜； 液压 Whiffletree 支撑； 广义最小二乘法
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Application of generalized least squares method in the calibration
of active optics mode
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Abstract: In order to relieve the coupling effect of 4 m lightweight mirror support system, a generalized
least square method was proposed to calibrate active optics. Firstly, the support system of 4 m lightweight
mirror was introduced, and the constraints needed to meet in hydraulic Whiffletree passive support system
was deduced. Then the Zernike polynomial corrected by node area weighted factor was used to fit the
mirror deformation, resulting to influence matrix between Zernike coefficients of mirror deformation and
active forces. After that, a generalized least squares method was adopted to obtain the optimal correction
forces which simultaneously satisfied the equality and inequality constraints. Finally, the proposed method
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0 引 言

主动光学技术可以有效校正望远镜使用过程 中

热、重力和加工装调误差引起的系统低阶 像差，广泛

的应用于地基 4 m 级以上的望远镜系统 [1]。望远镜主

镜相对于俯仰轴的空间位置决定了光学系统 的视轴

方向，对望远镜系统跟踪定位精度的影响至关重要 [2]。

液压 Whiffletree 无 定 向 支 撑 系 统 不 仅 可 以 实 现 对 望

远镜主镜的精确定位， 而且任意 的增加支撑点的 数

量，达 到 最 佳 的 被 动 支 撑 效 果 。 由 于 液 压 系 统 自 身

的 高刚度和油液的 粘性使得系统具有良好的阻尼特

性 ， 能 够 更 好 地 抵 抗 风 载 等 外 扰 动 。 国 外 很 多 高

精 度 光学成像望远镜系统，如 3.5 m WIYN[3]、3.67 m
AEOS[4]和 8 m VLT[5]等 都 采 用 了 液 压 Whiffletree 虚

拟硬点构成的无定向支撑技术。

通过波前传感器检测到的波像差来解算促动 器

主动校正力组的过程称主动光学系统模式定标过程。

主动光学系统模式定标的方法主要有两种：一种是由

欧南台 L. Noethe[6]提 出 的 以 主 镜 的 自 由 谐 振 模 式 作

为镜面面形误差拟合的底基函数，进行校正力解算的

方法。 崔向群院士 [7]首先成功的开展了对8.2 m VLT
弯月镜的自由谐振 模式定标计算的工作， 中国科 学

院 长 春 光 学 精 密 机 械 与 物 理 研 究 所 陈 夫 林 [8]采 用 自

由谐振模式对 Φ600 薄镜面进行主动光学校正，获得

校正后的面形 RMS 为 12.6 nm。 虽 然 自 由 谐 振 模 式

是主镜结 构特性的反映， 在薄镜面内具有正交性 和

完备性，实现了特定面形的最小能量校正，但是 对于

复杂的轻量化镜体， 主镜镜面模态在镜 面区域内 不

正交，无法作为镜面面形误差的 拟合基底；另外一种

方法是采用最小二乘法 对已知镜面面形误差和镜体

响 应 矩 阵 来 反 解 校 正 力 组，这 种 方 法 通 常 以 Zernike

多项式作为拟合的基底函数。 为了限制主动校 正 力

的 的 大 小 ，苏 定 强 院 士 [9]首 次 提 出 了 阻 尼 最 小 二 乘

法 , 应 用 于 南 京 天 文 光 学 技 术 研 究 所 研 制 的 薄 镜 面

主动光学实验系统中校正力的求解。 中国科学院长春

光学精密机械与物理研究所[10]、中 国 科 学 院 光 电 技 术

研 究 所 [11]、北 京 理 工 大 学 [12]、苏 州 大 学 [13]都 采 用 过 这

种方法进行主动校正力 的解算， 获得了校正力 值 在

一 定 范 围 内 的 最 佳 面 形 校 正 效 果 。 但 由 于 液 压

Whiffletree 支 撑 系 统 的 引 入 会 导 致 每 个 分 区 支 撑 点

之间的液压区域 相互连通， 主动校正力组需要 满 足

一定的约 束条件， 才能解除主动光学面形校正 和 液

压 被动支撑相互之间的存在耦合作用。 因此存 在液

压 Whiffletree 虚 拟 硬 点 构 成 的 无 定 向 支 撑 中 主 动 力

的求解为等式约束下最小二乘问题， 以上 两种 模 式

定标的方式都无法保证求解出的 校正力组满足支撑

系统的解耦条件。

文 中 基 于 静 力 学 平 衡 推 导 出 液 压 Whiffletree
被 动 支 撑 系 统 与 促 动 器 面 形 校 正 的 主 动 光 学 系 统

的 耦 合 矩 阵 ， 引 入 接 节 点 面 积 加 权 因 子 提 高

Zernike 多 项 式 的 拟 合 精 度 ， 通 过 有 限 元 分 析 得 到

镜 面 变 形 Zernike 多 项 式 系 数 与 主 动 力 组 之 间 的 响

应 矩 阵 。 采 用 广 义 最 小 二 乘 法 解 算 同 时 满 足 等 式 和

不 等 式 约 束 下 的 最 佳 校 正 力 力 组 ，将 提 出 的 方 法 应

用 于 重 力 印 透 效 应 产 生 的 镜 面 变 形 主 动 力 组 解 算

过 程 中，讨 论 了 广 义 最 小 二 乘 法 中 阻 尼 因 子 对 求 解

结 果 的 影 响。

1 4m 轻量化反射镜支撑系统

与主动光学通常采用的弯月镜相比，4 m 望远镜

主镜采用 SiC 材料制备，扇形轻量化结构 形 式，使 得

主镜系统具有更大的刚度以抵抗风力负载， 而 且 主

was applied to the calculation of the optimal active forces to correct the mirror deformation caused by the
gravity, and the influence of different damping factors on the calculation results were analyzed. Results
show that the optimal correction effect is achieved when the damping factor is 7.4e-9, and the RMS of
the mirror deformation is changed from the original 271.5 nm to 8.3 nm after correction, verifying the
feasibility of the generalized least squares method to the calibration of the 4 m lightweight mirror active
optics.
Key words: active optics; mode calibration; 4 m lightweight mirror; Whiffletree hydraulic support;

generalized least square method
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镜 轻 量 化 孔 之 间 构 成 的 薄 壁 腔 体 通 风 效 果 良 好 ，大

大 减 小 了 镜 体 的 热 结 构 常 数。 4 m 望 远 镜 主 镜 采 用

54 点 Whiffletree 液压被动支撑并联促动器主动支 撑

组 成 的 轴 向 支 撑 方 案 和 24 点 Whiffletree 液 压 被 动

支 撑 的 侧 向 支 撑 方 案 [14]。 如 图 1 所 示 ， 其 中 轴 向

Whiffletree 液 压 支 撑 系 统 等 分 为 3 个 区 ， 侧 向

Whiffletree 液压支撑系统等分为两个区，望远镜俯仰

角变 化过程中， 液压被动支撑系统承担着主镜的 重

量。 液 压 Whiffletree 支 撑 系 统 定 义 了 主 镜 空 间 位 置

的 5 个虚拟硬点， 由位置传感器实时监测主 镜 的 空

间位置，反馈给液压伺服控制系统，通过注 油量对主

镜进行精确定位。

图 1 4 m 反 射 镜 支 撑 系 统 示 意 图

Fig.1 Schematic diagram of 4 m mirror support system

液 压 Whiffletree 组 成 的 无 定 向 支 撑 系 统， 只 能

确 保 主 镜 相 对 于 主 镜 室 的 相 对 空 间 位 置 [15-16]，由 于

主镜重力 印透效应产生的镜面面形误差无法被液压

伺服系统有效的监测并校正， 只能通过主镜 轴向 支

撑 点 处 安 装 促 动 器 来 主 动 校 正 ， 图 1 所 示 的 Load
cell 处施加的力 F 即为主动校正力。

2 主镜系统响应矩阵求解

主动光学模式定标过程中使用的响应矩阵表 征

了镜面面形与校正力的关系， 准确获得主 镜系统 的

响 应 矩 阵 是 主 动 光 学 面 形 校 正 的 关 键 。 由 于 液 压

Whiffletree 无 定 向 轴 向 支 撑 系 中 每 个 分 区 所 有 支 撑

点处在一个连通器内，压强相等，位移和为零。 因此

在 有 限 元 分 析 中 可 以 通 过 约 束 方 程 来 模 拟 液 压

Whiffletree 支撑系统，轴向支撑点沿光轴方向自由度

的关系式：

Rd·u軋d+Ri·u軋 i=0 (1)

式中：u軋 i 为轴向支撑独立自由度集；u軋d 为轴向支撑依

赖 自 由 度 集；Rd 和 Ri 为 约 束 矩 阵。 每 个 分 区 任 意 选

取 一 个 支 撑 点 作 为 这 个 区 的 依 赖 自 由 度u軋d， 如 编 号

为 1、3 和 5 的 支 撑 点 的 自 由 度 为 依 赖 自 由 度 集 ，其

余的为独立自由度集， 图 2 所示为轴向支 撑 点 的 位

置编号与液压分区示意图。

图 2 4 m 反 射 镜 支 撑 点 布 局 图

Fig.2 4 m mirror support point layout

当编号为 N 促动器施加主动力 fN 时， 在 3 个液
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压区会产生液压支撑反力来达到系统的平衡， 假 定

三个液压分区产生的压强支反 力 分 别 为 △P1、△P2 和

△P3，根 据 主 镜 所 受 的 合 力 为 零 ，合 力 矩 为 零 ， 列 出

关系式：

fN+18A(△P1+△P2+△P3)=0

fN·xN+
18

i=1
ΣA△P1i·xi+

18

i=1
ΣA△P2i·xi+

18

i=1
ΣA△P3i·xi=0

fN·yN+
18

i=1
ΣA△P1i·yi+

18

i=1
ΣA△P2i·yi+

18

i=1
ΣA△P3i·yi=

Σ
Σ
Σ
Σ
Σ
Σ
Σ
ΣΣ
Σ
Σ
Σ
Σ
Σ
Σ
Σ
ΣΣ
Σ

0

(2)

式 中 ：A 为 液 压 缸 支 撑 面 积 ；xi 和 yi 分 别 为 编 号 为 i
的促 动器到 x 轴 和 y 轴 的 距 离， 坐 标 原 点 位 于 主 镜

顶点，光轴方向为 z 轴。

根 据 公 式 (2)可 以 求 解 出 系 统 的 每 个 轴 向 支 撑

点处的液压支反力，所有促动器依次作用单位 力，得

到 液 压 支 反 力 组 合 构 成 方 阵 T， 称 为 支 撑 力 的 耦 合

矩阵。

但是实际主动光学校正过程中为了避免与液 压

伺服控制相互耦合， 要求校正力组满足施 加到系 统

后所有分区液压系统的支反力为 零， 因此主动光 学

校正力应该满足约束方程：

T·f軆=0 (3)
通常采用有限元分析软件在每个促动器位置 依

次施加作用单位力，以 Zernike 多项式系数表 示 的 镜

面的变形量构成响应矩阵， 但随着促动器 数量的 增

多，每进行一次仿真分析后都需要 采用 Zernike 多 项

式对镜面变形量进行拟合处理， 操 作过程变得十 分

繁琐。 采用最小二乘法建立镜面变形 Zernike 多项式

系数与镜面所有节点位移之间的线性关系式， 以 约

束方程的形式加入到有限元模型中， 将 面形拟合 过

程作为前处理， 避免了后处理中 重复的面形拟合 过

程，简化了响应矩阵的求解过程。

针对镜面有限元网格不均匀引起的基底函数 的

非 正 交 性，引 入 节 点 面 积 加 权 因 子 wi 进 行 修 正。 拟

合 误 差 矩 阵 E 定 义 为 镜 面 所 有 节 点 实 际 位 移 dui 与

Zernike 多项式拟合量 zi 之差的平方加权和：

E=
n

i
Σwi(dui-zi)2 (4)

式中：镜面采样节点 i 处 Zernike 系数拟合量 zi=
m

j=1
ΣcjΦ

i

j ；

m 为 选 取 的 Zernike 基 底 项 数；n 为 镜 面 采 样 节 点 的

数量。

拟 合 误 差 E 在 最 佳 拟 合 Zernike 多 项 式 系 数 处

取得极小值， 即最佳拟合系数处拟合误差 E 对每个

Zernike 分量的偏微分均为 0，得到方程组：

鄣E
鄣ck

=
n

i=1
Σ2wiΦ

i

k (dui-
m

j=1
ΣcjΦ

i

j )=
n

i=1
Σ2wiΦ

i

k dui-

n

i=1
Σ

m

j=1
Σ2wicjΦ

i

jΦ
i

k =0 (k=1~m) (5)

得到 m 个方程，从 而 将 问 题 转 化 为 求 解 m 元 一

次方程组的问题：

[G]u軋-[H]c軆=0 (6)

式中：Gki=wiΦ
i

k ，Hkj=
N

i
ΣwiΦ

i

jΦ
i

k 。

公 式 (6)即 为 镜 面 节 点 沿 光 轴 变 形 量 与 Zernike
多 项 式 系 数 之 间 的 约 束 方 程 表 达 式 。 需 要 注 意 的 是

望 远 镜 在 工 作 过 程 中 产 生 的 倾 斜 、离 焦 和 初 级 慧 差

都 可 以 通 过 次 镜 得 到 校 正，在 波 前 误 差 拟 合 时 应 该

去 掉 平 移 、 倾 斜 、 离 焦 和 初 级 慧 差 对 应 的 Zernike
项。

3 广义最小二乘法

所 有 促 动 器 依 次 作 用 单 位 力 ， 得 到 的 镜 面

Zernike 变形 系数构成的矩阵 An×m， 即为主动 光 学 响

应矩阵。 主动光学镜面面形校正公式为：

An×m f軆 m×1=-c軆 n×1 (7)

式中： c軆 n×1 为波 前 监 测 到 的 镜 面 面 型 值；n 为 去 除 平

移 、倾 斜 、离 焦 和 初 级 慧 差 项 后 的 Zernike 多 项 式 系

数项 ,取 n=87； f軆 m×1 为产生镜面变形量-c軆 n×1 所需要的

校正力向量；m 为促动器的数量，m=54。 主动光学镜

面 面 形 校 正 力 解 算 过 程 是 公 式(7)求 逆 的 过 程，由 于

n≥m，属 于 超 定 方 程 组，一 般 情 况 下 不 存 在 准 确 解，

只能求解校正力组的极小范数最小二乘法解。

4 m 轻 量 化 反 射 镜 主 动 光 学 系 统 中 为 了 保 证 输

出 力的精度， 要求每个促动器最大作用力小于 促 动

器的最大额定输出力±100 N。 而 且 为 了 避 免 液 压 伺

服控制与主镜面型校正系统相互耦合， 主动校 正 力

组必须满足公式(3)定义的约束条件。 因此，4 m 轻量

化反射镜主动光学校正力组解算过程可以抽 象为线

性 不 等 式 和 等 式 共 同 约 束 下 的 最 小 二 乘 解 的 问 题 ，

数学模型为：
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min(A f軆+c軆 )T(A f軆+c軆 )

s.t. -100·e軆 54×1≤ f軆≤100·e軆 54×1

T f軆=0 (8)
针 对 公 式 (8)表 示 的 有 约 束 条 件 的 最 小 二 乘 问

题 提出广义最小二乘法，将响应矩阵 A、阻尼矩 阵 ρI
和 支 撑 系 统 耦 合 矩 阵 T 组 合 成 新 的 广 义 响 应 矩 阵

A′，广义最小二乘表达式为：

A′·f軆=-c軆 (9)

式 中：A′=
A
ρI

≤
≤
≤
≤
≤
≤
≤
≤
≤≤
≤

≤
≤
≤
≤
≤
≤
≤
≤
≤≤
≤T
， c軆 ′=

c軆

0

≤
≤
≤
≤
≤
≤
≤
≤
≤
≤≤
≤

≤
≤
≤
≤
≤
≤
≤
≤
≤
≤≤
≤0

， c軆波 前 传 感 器 检 测 到 的 以

Zernike 多项式表示的波 像差；ρ 为阻尼因子，与阻尼

最 小 二 乘 法 类 似 [9]，阻 尼 因 子 的 作 用 是 对 较 大 的 主

动校正力解进 行衰减。 广义最小二乘法求解得到的

校正力组为：

f軆=-(A′TA′)-1A′Tc軆 (10)
带 入 到 公 式 (9)得 到 最 小 二 乘 解 的 残 差 ，其 中

| | c軆 +A f軆 ||2 为残余的面形均方根值，| |ρ f軆 ||2 项 正 比 于 校

正力向量组的欧拉范数，| |T f軆 ||2 项为主动校正力与液

压系统耦合力的欧拉范数。 可知求解出来的主动 校

正力组不完全满足解耦条件， 是面形残差最小 欧 拉

范数解、 校正力组最小欧拉范数解和支撑系统 耦 合

力最小欧拉范数解的折中解。

4 阻尼因子的选取

阻尼因子的选取对广义最小二乘法解算出的 主

动校正力组的有效性至关重要， 下面通过 解算望 远

镜指向天顶角时， 重力印透效应产 生的主镜镜面 变

形所需要的主动校正力的 过程， 来说明广义最小 二

乘法中阻尼因子对求解结果的影响。

图 3(a)为 重 力 印 透 效 应 产 生 的 4 m 反 射 镜 变 形

云图，面形均方根为 271.5 nm。 结构函数可以用来描

述 反 射 镜 面 形 的 空 间 频 率 特 征 [17]，在 数 值 上 等 于 相

隔一定空间间隔的镜面采样点间变形量 之差的均方

根值：

SF(r)=〈(准(x+r)-准(x))2〉x (11)
图 3(b)为重力印透产生的镜面变形的结构函数，

可知重力作用下支撑点之间的空间起伏产生 的中低

频误差占总变形量的主要成分。

图 3 重 力 印 透 效 应 下 反 射 镜 面 形 云 图 和 结 构 函 数

Fig.3 Structure function and cloud chart of mirror deformation

under gravity

为了方便解算，忽略波前拟合误差，将重力印透

下 Zernike 系 数 形 式 的 主 镜 变 形 量 作 为 波 前 探 测 器

检 测 到 的 面 形 误 差c軆 。 阻 尼 因 子 ρ 在 区 间 10-3~10-10

内 按 对 数 等 间 隔 取 100 个 值，带 入 公 式 (11)，解 算 出

每个阻尼 因子 ρ 对应的校正力组、 面形残 差 均 方 根

值 RMS、校 正 力 组 欧 拉 范 数 | | f軆 | | 2、耦 合 力 组 欧 拉

范 数 | | T·f軆 || 和校正力组无穷范数 | | f軆 ||∞。 如图 4 所示

为 不 同 的 阻 尼 因 子 ρ 对 校 正 力 解 算 结 果 的 影 响 曲

线，可知阻尼因子越大对校正力的衰减作 用越强，随

着阻尼因子由大变小，面形残差均 方根值变小，支撑

系统耦合力欧拉范数变大 ，校 正 力 组 的 无 穷 范 数(绝

对值最大的力) 变大。 阻尼因子在 10-3~10-5 区 间 取

值，促动器的力值被过度 衰减，限制了对残余面形的

有效校正；阻尼因子在 10-6~10-8 区间取值，校正力组

欧拉范数与残余面形的均方根值大小相当， 面 形 残

差 均 方 根 曲 线 和 促 动 器 最 大 输 出 力 曲 线 变 化 剧 烈 ；

阻尼因子在 10-8~10-10 区间取值，阻 尼 因 子 对 促 动 器

的衰减作用减弱，面形残差达到了 最佳的校正效果，

解算的结果趋于收敛。
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图 4 阻 尼 因 子 对 主 动 校 正 力 解 算 结 果 影 响

Fig.4 Effect of damping factor on the calculation results of active

correction force

由于残余面形均方根值为微米量级， 导 致 广 义

最小二乘求解出的耦合 力 欧 拉 范 数 被 有 效 抑 制，如

图 4 所示， 耦合力的欧拉范数远小于校 正力 的 欧 拉

范数， 因此广义最小二乘法求解 出校正力组产生 的

支撑系统耦合作用可以忽略不计。

当阻尼因子小于 7.4e-9， 校正力组的无穷范数

值大于 100 N，超出了促动器的额定输出力值。 因此

将 P=7.4e-9 带 入 公 式 (10)，可 以 求 解 出 满 足 约 束 要

求的最佳校正 力组。 校正后残余的镜面变形云图如

图 5(a)所示，面形的均方根值为 8.3 nm。 图 5(b)为残

余面形对应的结构函数， 可知经过主动力校正 后 由

于 重 力 印 透 效 应 产 生 的 中 底 频 误 差 被 有 效 的 校 正 ，

而由于最大校正力的限制， 最外 圈支撑点处的变 形

没有达到最佳的校正效果。

图 5 校 正 后 的 反 射 镜 面 形 云 图 和 结 构 函 数

Fig.5 Structure function and cloud chart of mirror deformation

after correction

5 结 论

文 中 针 对 液 压 Whiffletree 支 撑 下 的 4m 轻 量 化

反 射 镜 主 动 光 学 模 式 定 标 计 算 的 问 题 , 提 出 一 种 广

义最小 二乘法来求解满足支撑系统解耦条件的最 佳

校正力组。 在影响矩阵求解过程中引入了 节点面 积

加 权 因 子 修 正 后 的 Zernike 多 项 式 提 高 了 镜 面 变 形

的拟合精度， 并且将拟合过程作为 前处理简化 了 求

解过程。 将提出的方法应用 于重力印透下的主镜 面

形的主动光学校正， 结果表明阻尼因子取 7.4e-9 时，

达到了满足约束条件的最佳校正效果，镜面面形均方

根值由 271.5 nm 校正到 8.3 nm，由于支撑点空间起伏

产生的中低频镜面变形得到了有效的得到校正。
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