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摘要：为了精确地反映相机的几何成像关系，本文基于简化的Ｂｒｏｗｎ模型和改进的ＢＦＧＳ（Ｂｒｏｙｄｅｎ－Ｆｌｅｔｃｈｅｒ－Ｇｏｌｄｆａｒｂ－
Ｓｈａｎｎｏ）算法提出了一种相机自标定方法。该方法首先将线性模型 和畸变模型拟合为非线性模型，通过线性模型的基

本矩阵约束非线性模型参数得到约束方 程；然后，提出了适用于非线性内参数约束方程的基于新拟牛顿方程的改进

ＢＦＧＳ算法并求解了方程内参数。利用提出的模型和算法，该标定方法能够在较少的迭代次数和有噪声条件下保证标

定结果的精度和鲁棒性。有、无噪声情况下的收敛性分析和鲁棒性分析显示：在噪声不大于±３ｐｉｘｅｌ的情况下，迭代１０
次即能保证重投影误差小于０．４ｐｉｘｅｌ。通过标定相机内参数并计算重投影误差进行了真实图像实验，结果表明：标定

精度误差小于０．０６％，重投影误差为０．３５ｐｉｘｅｌ，验证了提出方法的有效性。该方法适用于计算机视觉领域中的图像处

理，模式分类和场景分析等。
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１　引　言

自Ｆａｕｇｅｒａｓ首次提出线性模型的相机自标
定思想，线性相机的自标定已成为计算机视觉领
域的研究热点之一［１］。其基本原理是基于绝对二
次曲线或绝对二次曲面的成像在相机做刚性运动

时会保持不变，约束方程只和内参数有关，利用绝
对二次曲线或其对偶曲线作为虚拟标定物时，标
定过程就是通过各种约束方程来求解内参数。随
后，分层逐步标定的思想被提出，如 ＱＲ 分解
法［２］、模约束法［３］和基于消失点的相机内参数自
标定法［４］，该算法虽然比较灵活，但鲁棒性普遍
不高。
目前国内外对相机标定的研究热点都在致力

于提高相机自标定过程中的鲁棒性。Ｗｈｉｔｅｈｅａｄ
等［５］所提出的利用动态爬山算法来优化代价函数

的方法，其优化精度不高；郭秋艳等［６］的利用遗传
算法最小化目标代价函数来求取摄像机内参，排
除噪声引起的极点不稳定的方法未对局部最优解

作相关处理；郝泳涛等［７］提出二步式标定方法，通
过摄像机三次线性无关平移运动以及简化的

Ｋｒｕｐｐａ方程确定初值，然后利用非线性优化目标
函数法净化初值，但该方法其操作过程较容易出
现误差。
基于主动视觉方法的提出使得自标定方法有

了一个很大的提升［８］。该方法是指在一个精确控
制平台上固定好相机，从计算机中读出平台的运
动参数，不需要靶标，只需控制相机做互相垂直的
运动，然后在不同位置上拍摄图像，通过这些图像
即可标定出相机模型中的参数，即相机坐标系与
平台坐标系之间的外参数以及相机内参数。其后
许多学者在该算法的改进上做了大量工作，先后
提出了基于正交平移运动和旋转运动的相机自标

定［９］、基于运动的立体视觉系统自标定等［１０］。不
过，；直至今日仍客观存在着制造与装配误差导致
相机的光学系统存在不同程度的非线性畸变，线
性模型不能准确地描述真实相机的几何成像关

系，而且由于非线性问题的较高复杂度，对于非线
性模型的约束方程至今没有一个较为令人满意的

优化算法，其迭代结果存在精度低、运算效率差和
对干扰噪声敏感等问题。因此，对非线性模型相
机自标定的研究显得非常为重要。
本文考虑基于非线性模型的相机自标定方法

的优势，提出了简化的Ｂｒｏｗｎ非线性模型和基于
新拟牛顿方程的改进ＢＦＧＳ规划算法，该算法同
时利用了目标函数的梯度信息和函数值信息，因
此有更高的精度。提出的方法能够在较少的迭代
次数及一定的噪声条件下，保证标定结果的精度
和鲁棒性。

２　简化的非线性相机模型

首先给出线性相机五参数模型：
珚ｘ
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燄
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，

其中：矩阵Ｍｉｎ为相机线性模型下的内参数矩阵，
通过相机在三维空间内作两组平移运动并控制相

机的姿态进行自标定；（ｆｘ　ｆｙ）为图像平面在Ｘ
轴方向和Ｙ 轴方向的放大系数；（ｕ０　ｖ０）为主点
坐标；ｆｓ 为Ｘ 轴与Ｙ 轴不垂直时的耦合放大系
数；（ｘｃ　ｙｃ　ｚｃ）为空间点在相机坐标系下的坐
标；（珚ｘ　珔ｙ　１）为图像点（珚ｘ　珔ｙ）的齐次坐标。
然后给出相机的非线性模型公式为：

珚ｘ＝ｘ＋Ｄｘ（ｘ，ｙ）
珔ｙ＝ｙ＋Ｄｙ（ｘ，ｙ｛ ）

， （１）

其中：（珚ｘ，珔ｙ）为线性模型下的图像点坐标；（ｘ，ｙ）
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是实际图像点坐标；（Ｄｘ，Ｄｙ）是非线性畸变值，用 Ｂｒｏｗｎ模型可表示为：

Ｄｘ＝ａ１ｘ＋ａ２ｙ＋ａ３ｘ２＋ａ４ｘｙ＋ａ５ｙ２＋ａ６ｘ２　ｙ＋ａ７ｘｙ２＋ｃｘｒ＋

ｘ　ｋ１ｒ２＋ｋ２ｒ４＋ｋ３ｒ（ ）６ ＋ｐ１ ｙ２＋３ｘ（ ）２ ＋２ｐ２ｘｙ＋δｘ０＋ ｘ（ ）ｃ δｆ
Ｄｙ＝ｂ１ｘ＋ｂ２ｙ＋ｂ３ｘ２＋ｂ４ｘｙ＋ｂ５ｙ２＋ｂ６ｘ２　ｙ＋ｂ７ｘｙ２＋ｃｙｒ＋

ｙ　ｋ１ｒ２＋ｋ２ｒ４＋ｋ３ｒ（ ）６ ＋２ｐ１ｘｙ＋ｐ２ ｙ２＋３ｘ（ ）２ ＋δｙ０＋ ｙ（ ）ｃ δ

烅

烄

烆 ｆ

， （２）

式中：ｒ为像点到像平面原点的距离，ｒ２＝ｘ２＋ｙ２；

ａ１～ａ７，ｂ１～ｂ７ 为底片变形系数；ｃ＝ｃ１ｘ２＋ｃ２ｘｙ＋
ｃ３ｙ２＋ｃ４ｘ２＋ｃ５ｘ２　ｙ＋ｃ６ｘｙ２＋ｃ７ｙ２，ｃ１～ｃ７ 为底片
弯曲系数；ｋ１，ｋ２，ｋ３ 为径向畸变参数；ｐ１，ｐ２ 为切
向畸变系数；δｘ０，δｙ０，δｆ 为相机内方位元素的修
正值。
在实际使用过程中，Ｂｒｏｗｎ模型中的参数需

要根据不同的镜头类型和传感器进行取舍。本文

根据相机的实际成像特点对Ｂｒｏｗｎ模型参数进
行取舍：应用于计算机视觉的相机无需考虑底片
弯曲系数，因此ｃ１～ｃ７ 可忽略，且内方位元素分
量可由共线条件方程［１］进行标定，δｘ０，δｙ０，δｆ也可
忽略。由于切向畸变ｐ１，ｐ２ 与ａ３，ａ４，ａ５，ｂ３，ｂ４，ｂ５
具有相同的畸变形式，故ａ３，ａ４，ａ５，ｂ３，ｂ４，ｂ５ 均不
再考虑，以避免畸变参数之间的耦合。综上分析
适合计算机视觉相机的畸变模型可简化为：

Ｄｘ＝ａ１ｘ＋ａ２ｙ＋ａ６ｘ２　ｙ＋ａ７ｘｙ２＋ｘ　ｋ１ｒ２＋ｋ２ｒ４＋ｋ３ｒ（ ）６ ＋ｐ１ ｙ２＋３ｘ（ ）２ ＋２ｐ２ｘｙ
Ｄｙ＝ｂ１ｘ＋ｂ２ｙ＋ｂ６ｘ２　ｙ＋ｂ７ｘｙ２＋ｙ　ｋ１ｒ２＋ｋ２ｒ４＋ｋ３ｒ（ ）６ ＋２ｐ１ｘｙ＋ｐ２ ｙ２＋３ｘ（ ）烅
烄

烆 ２
， （３）

式（３）即为本文所采用的相机畸变模型。与原

Ｂｒｏｗｎ模型相比，该式有１３个未知数，同时考虑
了高阶项和交叉项的切向畸变，因此适用于更加
复杂的光学畸变。

３　基本矩阵下相机的非线性内参数
约束方程

　　非线性模型相机在Ｎ 个不同视点下对同一
目标的成像记为Ｉ（０），Ｉ（１），Ｉ（２），…，Ｉ（Ｎ），其一组特

征匹配点设为（ｘ（ｉ）ｊ ，ｙ（ｉ）ｊ ，１）Ｔ∈Ｉ（ｉ），ｉ＝０，１，２，…，

Ｎ，ｊ＝０，１，２，…，Ｍ；线性模型相机在这Ｎ 个不同
视点下相应的成像记为珔Ｉ（０），珔Ｉ（１），珔Ｉ（２），…，珔Ｉ（Ｎ），其
对应的特征匹配点设为（珚ｘ（ｉ）ｊ ，珔ｙ（ｉ）ｊ ，１）Ｔ∈珔Ｉ（ｉ），由式
（１）得：

珚ｘ（ｉ）ｊ ＝ｘ（ｉ）ｊ ＋Ｄｘ（ｘ（ｉ）ｊ ，ｙ（ｉ）ｊ ）
珔ｙ（ｉ）ｊ ＝ｙ（ｉ）ｊ ＋Ｄｙ（ｘ（ｉ）ｊ ，ｙ（ｉ）ｊ
烅
烄

烆 ）
，

ｉ＝０，１，２，…，Ｎ；ｊ＝０，１，２，…，Ｍ． （４）
记Ｆ（ｉ）为图像对（珔Ｉ（０），珔Ｉ（ｉ））之间的基本矩阵，

则有：

（珚ｘ（ｉ）ｊ ，珔ｙ（ｉ）ｊ ，１）Ｆ（ｉ）
珚ｘ（０）ｊ
珔ｙ（０）ｊ
烄

烆

烌

烎１
＝０，ｉ＝０，１，２，…，Ｎ；ｊ＝０，１，２，…，Ｍ． （５）

将式（４）代入式（５），得：

（ｘ（ｉ）ｊ ＋Ｄｘ（ｘ（ｉ）ｊ ，ｙ（ｉ）ｊ ），ｙ（ｉ）ｊ ＋Ｄｙ（ｘ（ｉ）ｊ ，ｙ（ｉ）ｊ ），１）Ｆ（ｉ）
ｘ（０）ｊ ＋Ｄｘ（ｘ（０）ｊ ，ｙ（０）ｊ ）

ｙ（０）ｊ ＋Ｄｙ（ｘ（０）ｊ ，ｙ（０）ｊ（ ））＝０， （６）

即为非线性内参数的约束方程。
令：

ｆｉｊ（Ｆ（ｉ），ａ１，ａ２，ａ６，ａ７，ｂ１，ｂ６，ｂ７，ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｐ１，ｐ２）＝

（ｘ（ｉ）ｊ ＋Ｄｘ（ｘ（ｉ）ｊ ，ｙ（ｉ）ｊ ），ｙ（ｉ）ｊ Ｄｙ（ｘ（ｉ）ｊ ，ｙ（ｉ）ｊ ），１）Ｆ（ｉ）
ｘ（０）ｊ ＋Ｄｘ（ｘ（０）ｊ ，ｙ（０）ｊ ）

ｙ（０）ｊ ＋Ｄｙ（ｘ（０）ｊ ，ｙ（０）ｊ ）
烄

烆

烌

烎

熿

燀

燄

燅１

２

， （７）

ｆ（Ｆ，ａ１，ａ２，ａ６，ａ７，ｂ１，ｂ６，ｂ７，ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｐ１，ｐ２）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
ｆｉｊ（Ｆ（ｉ），ａ１，ａ２，ａ６，ａ７，ｂ１，ｂ６，ｂ７，ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｐ１，ｐ２），

（８）
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其中：Ｆ＝（Ｆ（１），Ｆ（２），…，Ｆ（Ｎ））。于是，非线性内 参数的求解问题转化为下述优化问题：

ｍｉｎ
（Ｆ，ａ１，ａ２，ａ６，ａ７，ｂ１，ｂ２，ｂ６，ｂ７，ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｐ１，ｐ２）

ｆ　Ｆ，ａ１，ａ２，ａ６，ａ７，ｂ１，ｂ２，ｂ６，ｂ７，ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｐ１，ｐ（ ）２ ． （９）

４　适用于求解非线性内参数的基于
新拟牛顿方程的改进ＢＦＧＳ算法

　　求解式（９）需要一种有效的非线性优化算法。
对于求解无约束最优化问题：

ｍｉｎ｛ｆ（ｘ）｜ｘ∈Ｒｎ｝，
其中ｆ：Ｒｎ→Ｒ是连续可微函数，传统拟牛顿法采
用如下的基本迭代形式：

ｘｋ＋１＝ｘｋ＋ａｋｄｋ，ｄｋ＝－Ｂ－１ｋｇｋ，
其中：ａｋ 为迭代步长，ｄｋ 为搜索方向，Ｂｋ 是
"２　ｆ（ｘｋ）的近似矩阵，ｇｋ＝"ｆ（ｘｋ）。且其满足传
统拟牛顿方程Ｂｋ＋１ｓｋ＝ｙｋ，其中：

ｓｋ＝ｘｋ＋１＋ｘｋ，ｙｙ＝ｇｋ＋１－ｇｋ． （１０）
不同的Ｂｋ 迭代公式选取会产生不同的拟牛

顿算法，ＢＦＧＳ算法因其数值效果好而被公认为
是最好的拟牛顿公式之一［１１］，该算法中Ｂｋ 是由
迭代公式：

Ｂｋ＋１＝Ｂｋ－
Ｂｋｓｋｓ　ＴｋＢｋ
ｓ　ＴｋＢｋｓｋ

＋ｙｋｙ
Ｔ
ｋ

ｓ　Ｔｋｙｋ
来确定的。
在此基础上，Ｂａｂａｉｅ［１２］、Ｃｕｉ［１３］和Ｌｉ［１４］改进的

ＢＦＧＳ算法都是基于传统拟牛顿方程对迭代公式
做的改进，而传统拟牛顿方程只利用了目标函数的
梯度信息，而函数值的信息未利用到。为了对传统
拟牛顿方程的进行改进，Ｙｕａｎ等提出了一类新拟
牛顿方程［１５］：

Ｂｋ＋１ｓｋ＝ｙ′ｋ， （１１）

其中ｙ′ｋ＝ｙｋ＋Ａｋｙｋ，而Ａｋ＝μｋｓＴｋｙｋ
Ｉ，μｋ＝２（ｆｋ－ｆｋ＋１）

＋（ｇｋ＋１＋ｇｋ）Ｔｓｋ。
此新拟牛顿方程更充分地利用了目标函数的

信息，明显优于传统拟牛顿方程，因而有更高的精
度，能够满足非线性内参数的精度要求。
下面对式（１１）进行修正，由式（１０）知：

Ｇｋ＋１ｓｋ＝ｙｋ＋Ａｘｙｋ，
其中Ｇｋ＋１为ｆ（ｘ）在ｘｋ＋１处的 Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵。这
里对Ｇｋ＋１进行修正并以此构造正定阵：
珚Ｇｋ＋１ｓｋ＝（Ｇｋ＋１＋ｒｋＩ）ｓｋ≈（Ｉ＋Ａｋ）ｙｋ＋ｒｋｓｋ，
其中｛ｒｋ）为一趋于０的非负序列，则：

Ｂｋ＋１ｋｓｋ＝ｙ＊ｋ ， （１２）
其中ｙ＊ｋ ＝（Ｉ＋Ａｋ）ｙｋ＋ｒｋｓｋ，Ｂｋ＋１是珚Ｇｋ＋１的近似。
取Ｂｋ＋１为：

Ｂｋ＋１＝Ｂｋ－
Ｂｋｓｋｓ　ＴｋＢｋ
ｓ　ＴｋＢｋｓｋ

＋ｔｋｙ
＊
ｋ （ｙ＊ｋ ）Ｔ

ｓＴｋｙｋ
， （１３）

其中：

ｔｋ＝
ｓＴｋｙｋ（θｓＴｋｙｋ＋２（１－θ）（ｆ（ｘｋ＋１）－ｆ（ｘｋ）－ｇＴｋｓｋ））

（ｓＴｋｙｋ＋μｋ）２
，

θ∈［０，１］， （１４）
式中ｔｋ 既利用了传统的拟牛顿方程又利用了泰
勒展开式，从而能使Ｂｋ 更加逼近目标函数的
Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵。显然当ｒｋ＝０时，有：

ｓＴｘＢｋ＋１ｓｋ＝θｓＴｋｙｋ＋２（１－θ）（ｆ（ｘｋ＋１）－ｆ（ｘｋ）－ｇＴｋｓｋ）．
基于新拟牛顿方程（１２），文对非线性内参数

的优化问题给出一类改进的ＢＦＧＳ算法，参考文
献［１６］容易证明该算法具有全局收敛性。
这里将非线性优化问题（９）写成如下形式：

（Ｘ０，Ｘ１，…，ＸＮ）＝
ｘ０１，ｘ０２，…，ｘ１３；ｘ１１，ｘ１２，…，ｘ１８；…；

ｘＮ１，ｘＮ２，…，ｘＮ
烄

烆

烌

烎８

，

其中：Ｘ０＝（ｘ０１，ｘ０２，…，ｘ１３）＝（ａ１，ａ２，ａ６，ａ７，ｂ１，

ｂ２，ｂ６，ｂ７，ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｐ１，ｐ２）为非线性内参数向量；

Ｘｉ＝（ｘｉ１，ｘｉ２，…，ｘｉ３），ｉ＝１，２，…，Ｎ 是基本矩阵

Ｆ（ｉ）＝

ｘｉ１ ｘｉ２ ｘｉ３
ｘｉ４ ｘｉ５ ｘｉ６
ｘｉ７ ｘｉ８

熿

燀

燄

燅１

中元素构成的向量。于是

该非线性优化问题可改写成：

ｍｉｎ
（Ｘ０，Ｘ１，…，ＸＮ）

ｆ　Ｘ０，Ｘ１，…，Ｘ（ ）Ｎ ． （１５）

算法如下：

Ｓｔｅｐ１给定初始值Ｘ０＝（Ｘ００，Ｘ０１，…，Ｘ０Ｎ）∈
Ｒｎ 和常数Ｃ。实验选取的ＭＥＲ－１５２０－７Ｕ３Ｃ－Ｌ相机
和ＬＭＶＺ４４１１镜头的畸变率在１％以下，Ｘ０ 的初
始值取Ｘ００＝（０，０，…，０）；将８点算法［１７］求得的基
本矩阵的８个元素作为Ｘｉ＝（ｘｉ１，ｘｉ２，…，ｘｉ８），ｉ＝
１，２，…，Ｎ的初始值；选取充分小的控制精度ε和
（９　Ｎ＋５）阶的初始对称正定矩阵Ｂｋ，令ｋ＝０；

Ｓｔｅｐ２计算ｇｋ＝"ｘｆ，若‖ｇｋ‖≤ε，则停止迭
代，输出Ｘ０；否则转Ｓｔｅｐ３；

Ｓｔｅｐ３解线性方程组Ｂｋｄｋ＋ｇｋ＝０，求得搜索
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方向ｄｋ；

Ｓｔｅｐ４令Ｘｋ＋１＝Ｘｋ＋λｋｄｋ，其中λｋ 由如下
Ｗｏｌｆ线搜索准则确定：给定α∈（０，１／２），β∈（α，
１），若ｆ（Ｘｋ＋ｄｋ）≤ｆ（Ｘｋ）＋αｇＴｋｄｋ 和ｇ（Ｘｋ＋
ｄｋ）Ｔｄｋ≥βｇ

Ｔ
ｋｄｋ 同时成立，则取λｋ＝１；否则取λｋ＞

０，使满足ｆ（Ｘｋ＋λｋｄｋ）≤ｆ（Ｘｋ）＋αλｋｇＴｋｄｋ 和

ｇ（Ｘｋ＋λｋｄｋ）Ｔｄｋ≥βλｋｇ
Ｔ
ｋｄｋ。

Ｓｔｅｐ５计算ｇｋ＋１＝"ｘｆ（Ｘｋ＋１），若‖ｇｋ＋１‖＜
Ｘ，则停，输出Ｘｋ＋１；否则转Ｓｔｅｐ６；

Ｓｔｅｐ６检验迭代次数，若ｋ＋１＝９　Ｎ＋５，令
Ｘ０：＝Ｘ９　Ｎ＋５，转Ｓｔｅｐ３；否则转Ｓｔｅｐ７；

Ｓｔｅｐ７选取ｒｋ∈（０，Ｃ］并修正Ｂｋ，迭代公式
如下：

Ｂｋ＋１＝Ｂｋ－
Ｂｋｓｋｓ　ＴｋＢｋ
ｓ　ＴｋＢｋｓｋ

＋ｔｋｙ
＊
ｋ （ｙ＊ｋ ）Ｔ

ｓＴｋｙｋ
，

其中ｓｋ＝ｇｋ＋１－ｇｋ，ｙ＊ｋ 、ｔｋ 的取法同式（１２）；
Ｓｔｅｐ８令ｋ∶＝ｋ＋１，转Ｓｔｅｐ３。

５　仿真实验与分析

设定 相 机 的 传 感 器 尺 寸 １　２８０ｐｉｘｅｌ×
１　０２４ｐｉｘｅｌ，ｆｘ＝ｆｙ＝１　０００，ｆｓ＝０，［ｕ０　ｖ０］Ｔ＝
［６４０　５１２］Ｔ，ａ１＝ａ２＝ａ６＝ａ７＝ｂ１＝ｂ２＝ｂ６＝ｂ７
＝ｋ１＝ｋ２＝ｋ３＝ｐ１＝ｐ２＝１×１０－１０，通过无噪声情

况下的收敛性仿真实验和有噪声情况下的标定精

度仿真实验来验证本文算法的有效性。

５．１　无噪声情况下的算法仿真验证
将完成第ｔ次迭代后的标定偏差定义为：

ΔＤ＝‖Ｄ０－Ｄｔ‖， （１６）

其中：Ｄ０ 为１３个畸变参数的真实值，Ｄｔ 为第ｔ次
迭代后得到的仿真值。前１２次迭代结果按式（１６）

计算偏差后，结果如图１，从而可知该迭代算法按
指数收敛，并且迭代１０次后已收敛到最小值。

５．２　有噪声情况下的标定精度分析

对图像数据加入不同水平的噪声，每种水平

的噪声随机试验ＮＭ＝１００次并取平均值，并采用

均方偏差度量（ＭＳＤ）参数误差来描述实验结果：

珡ＤＭ ＝ ∑
ＮＭ

ｎＭ＝１

（ＤｎＭ －Ｄｒｅａｌ［ ］） Ｎ槡 Ｍ，

其中：ＤｎＭ为待标定参数的第ｉ次实验值，Ｄｒｅａｌ为
待标定参数的真实值，ｎＭ 为实验次数。仿真结果
见图２，其 ＭＳＤ结果随噪声水平线性增长，并且

当噪声水平不大于±３ｐｉｘｅｌ时，其重投影误差不

大于设计指标０．４ｐｉｘｅｌ，能够满足标定精度要

求；但随着噪声水平的继续增加，标定精度逐渐降

低，不能满足精度要求。

图１　标定仿真的收敛过程

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ　ｐｒｏｇｒｅｓｓ　ｏｆ　ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ　ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
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图２　标定仿真结果

Ｆｉｇ．２　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ

　　无噪声情况下的标定偏差收敛分析和有噪声
情况下的 ＭＳＤ变化结果表明了本文算法在噪声
水平不大于±３ｐｉｘｅｌ时，迭代１０次即能够保证
重投影误差小于０．４ｐｉｘｅｌ，从而获得较好的标定
精度，且随着迭代次数的增加，标定结果的收敛速
度以指数增长，在不考虑计算效率的情况下对噪
声干扰能够维持较高的鲁棒性。

６　真实图像实验与分析

标定实验条件：采用大恒公司的 ＭＥＲ－１５２０－
１３Ｕ３Ｃ相机，分辨率为４　６０８ｐｉｘｅｌ×３　２８８ｐｉｘｅｌ，
像素尺寸为１．４μｍ×１．４μｍ，镜头选取ＫＯＷＡ
公司的ＬＭ３ＮＣＭ 镜头，焦距为３．５ｍｍ，变形率
为０．４％，锁定光圈和对焦。设计如图３。将所示
的目标图形打印到高精度相纸上，匹配点数Ｍ＝
１９２，视点数Ｎ＝１２（即完成１２次迭代）。采用本
文的算法计算得到的相机非线性畸变系数为：

ａ１＝１．６８５　４×１０－６，ａ２＝１．８９２　３×１０－６，

ａ６＝１．１３１　７×１０－６，ａ７＝１．０９６　４×１０－６，

ｂ１＝１．９６７　２×１０－６，ｂ２＝１．６６４　３×１０－６，

ｂ６＝１．２５８　３×１０－６，ｂ７＝１．１９３　７×１０－６，

ｋ１＝６．５７３　９×１０－７，ｋ２＝３．７１２　６×１０－７，

ｋ３＝１．０６７　２×１０－７，ｐ１＝１．０９６　７×１０－７，

ｐ２＝９．２８１　２×１０－８．
在ｆｓ＝０的情况下：

ｆｘ＝２　４９８．６３５　７，ｆｙ＝２　４９９．７１０　６，

ｕ０＝２　３０２．４２５　１，ｖ０＝１　６４４．０５３　７．
选取其中３个视点下的图像计算求得相机的

外参数（单位：ｐｉｘｅｌ）及重投影误差。

图３　用于自标定的景物图像

Ｆｉｇ．３　Ｓｃｅｎｅ　ｉｍａｇｅ　ｕｓｅｄ　ｆｏｒ　ｓｅｌｆ－ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ
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表１　相机矩阵及重投影误差

Ｔａｂ．１　Ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｃａｍｅｒａ　ｍａｔｒｉｘ　ａｎｄ　ｒｅ－ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ　ｅｒｒｏｒｓ

Ｐｒｏｐｏｓｅｄ　ｍｅｔｈｏｄ　 Ｍｅｔｈｏｄ　ｉｎ　Ｒｅｆ［１８］ Ｚｈａｎｇｓ　ｍｅｔｈｏｄ　ｉｎ　Ｒｅｆ［１９］

Ｉｍａｇｅ　１　 Ｒ

０．９８９　０　 ０．０１８　５　 ０．１４７　１

－０．００１　０　０．９９３　０ －０．１１８　１
熿

燀

燄

燅－０．１４８２ ０．１１６７ ０９８２０

０．９９２３ ０．０２２１ ０．１２１８

－０．００６８ ０．９９８９ －０．１４４４
熿

燀

燄

燅－０．１２２７ ０．０８２０ ０．９９１６

０．９９０５ ０．０２１８ ０．１２１２

－０．００５７ ０．９７６３ －０．１２９１
熿

燀

燄

燅－０．１２９６ ０．０８３３ ０．９９４７

Ｔ ［ ］－２１４．４１２　３ －７３．４４４　６　１　５４２．９０７　８ Ｔ ［ ］－２２３．４３２　８ －７０．６８７　９　１　５９７．１９３　８ Ｔ ［ ］－２２０．７５８　２ －７０．５２４　４　１　５７１．９５４　６　Ｔ

ｅｒβ ５０．３６１　９　 ８９．３６１　９　 ８２．５７３　１

Ｉｍａｇｅ　２　 Ｒ

０．８７４　１ －０．０００　４　 ０．４８５　７

０．００４　５　 １．０００　０ －０．００７　３
熿

燀

燄

燅－０．４８５７ ０．００８６ ０．８７４１

０．９２１６ －０．００１２ ０．５６０９

０．０１３２ ０．６７１５ －０．００２４
熿

燀

燄

燅－０．８７４１ ０．０１９２ ０．７６３４

０．９４５２ －０．００２１ ０．５９３７

０．０１７２ ０．５６０７ －０．００１９
熿

燀

燄

燅－０．８８９６ ０．０１８７ ０．７９０８

Ｔ ［ ］－３０７．７２８　８ －１３９．９４７　５　１　２３４．６６５　１ Ｔ［ ］－３０８．００２　３ －１３９．５４０　６　１　２３３．６６５　９ Ｔ［ ］－３０７．０４５　２ －１３９９．６４３　２　１　２３４．００９　２　Ｔ

ｅｒβ ６９．０５２　７　 ９６．３２９　４　 ９８．０４５　８

Ｉｍａｇｅ　３　 Ｒ

－０．１８６　５ －０．９８２　０　 ０．０２９　５

０．９６７　１ －０．１８８　８ －０．１７０　６
熿

燀

燄

燅０．１７３１ －０．００３３ ０．９８４９

－０．２１９３ －０．９９３６ ０．０４６６

０．９１０８ －０．２３４０ －０．１７２２
熿

燀

燄

燅０．１８９１ －０．０１０６ ０．８４０９

－０．２２８４１ －１．０３４１ ０．０６７７

０．８９７３ －０．２９０３ －０．１６０７
熿

燀

燄

燅０．１９６４ －０．０２３８ ０．８６９４

Ｔ ［ ］－９６．５２４　６　７６．６６６　３　１　３１３．８９７　１ Ｔ ［ ］－９４．５１７　２　７７．９０４　３　１　３１３．７６０　９ Ｔ ［ ］－９０．４７８　５　７９．８８３　４　１　３１２．４５８　４　Ｔ

ｅｒβ ８１．３３９　１　 １１２．３６２　５　 １２９．４３４　９

表２　相机内参数及标定时间

Ｔａｂ．２　Ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｃａｍｅｒａ　ｅｘｔｒｉｎｓｉｃ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ａｎｄ　ｔｉｍｅ

Ｐｒｏｐｏｓｅｄ　ｍｅｔｈｏｄ　 Ｍｅｔｈｏｄ　ｉｎ　Ｒｅｆ［１８］ Ｚｈａｎｇｓ　ｍｅｔｈｏｄ　ｉｎ　Ｒｅｆ［１９］

内参数

ｆｘ ２　４９８．６３５　７　 ２　５４３．７４５　７　 ２　６１７．４１２　７

ｆｙ ２　４９９．７１０　６　 ２　６７８．７８５　２　 ２　７１２．３７９　１

ｕ０ ２　３０２．４２５　１　 ２　５７８．１４７　８　 ２　５４３．７３９　４

ｖ０ １　６４４．０５３　７　 １　６３２．７４１　９　 １　７０３．０７３　９

运算时间／ｓ　 ２．３１５　３　 ２．０９１　４　 １．３６５　４

（ａ）本文算法
（ａ）Ｐｒｏｐｏｓｅｄ　ｍｅｔｈｏｄ

　 （ｂ）文献［１８］的方法
（ｂ）Ｍｅｔｈｏｄ　ｉｎ　Ｒｅｆ［１８］

　 （ｃ）文献［１９］的方法
（ｃ）Ｚｈａｎｇｓ　ｍｅｔｈｏｄ　ｉｎ　Ｒｅｆ［１９］

图４　特征点的重投影误差

Ｆｉｇ．４　Ｒｅｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ　ｅｒｒｏｒｓ　ｏｆ　ｆｅａｔｕｒｅ　ｐｏｉｎｔｓ
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表１中重投影指标为：

ｅｒｐ（［ｃ，ｆ，ｋ］，［Ｒｉ，Ｔｉ］，Ψｆｐ）＝∑
ｐ∈Ψｆｐ

‖Ｆｉ（［ｃ，ｆ，ｋ］，［Ｒｉ，Ｔｉ］，ｐ）－ＦＨ（ｐ）‖２，

式中ｉ对应表１中的Ｉｍａｇｅ　ｉ，ｃ＝［ｕ０　ｖ０］Ｔ，ｆ＝［ｆｘ，

ｆｙ］，ｋ＝［ａ１，ａ１，ａ６，ａ７，ｂ１，ｂ２，ｂ６，ｂ７，ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｐ１，ｐ２］，

ＦＨ（ｐ）表示通过Ｈａｒｒｉｓ角点检测方法得到的ｐ的成像

点。将ｆ转换成公制单位得到ｆｘ＝３．４９８　１ｍｍ，ｆｙ＝

３．５００ｍｍ，与厂家提供的３．５ｍｍ相对误差达到小于

０．０６％；Ψｆｐ中有１９２个特征点，根据∑ｅｒｐ／３×１９２计算３
张图像重投影误差的平均值，得到本文方法的重投影误

差为０．３５ｐｉｘｅｌ，小于文献［１８］中所提算法的０．５２ｐｉｘｅｌ
及文献［１９］中所提算法的０．５４ｐｉｘｅｌ，验证了本文算法的

有效性。从算法的精度上看，所提方法优于文献［１８－１９］

方法，但不及文献［１８－１９］的方法实时性高。根本原因

在于所提方法在多参数迭代过程中计算量相对较大，而

且为了在密集噪声情况下保持较高的精度也需要牺牲

一些运算效率。图４为１９２个特征点经过３种迭代方

法计算得到的重投影误差的平均值，可以看出，本文算

法较其他两种方法的误差波动较小，精度更高。从算法

精度和运算效率综合性能上看，所提方法更为适用。在

后继研究中拟采用更高效的迭代算法，以进一步提高算

法效率。

７　结　论

非线性模型能够真实地反映相机的成像几何关

系，而自标定又可以不依靠高精度标定参考物。基于
此，本文根据传统的Ｂｒｏｗｎ模型建立了一种新的适用于
自标定的非线性相机模型。将线性模型和畸变模型拟
合为非线性模型，通过线性模型的基本矩阵约束非线性
模型参数得到约束方程，然后寻求一种适合该非线性模
型的ＢＦＧＳ算法并求解其内参数，并对该模型下所得到
的非线性优化问题提出一种基于新拟牛顿方程的ＢＦＧＳ
规划算法。该算法不但利用了目标函数的梯度信息，还
充分利用了函数值信息，因此有更高的精度，满足了
非线性内参数的精度要求。有噪声和无噪声的仿
真实验表明：该迭代算法随着较少迭代次数的增加
收敛速度较快；真实图像实验表明：本文所提算法
的重投影误差小于０．４ｐｉｘｅｌ。同其他算法相比，本
文算法在保证较好的运算效率下具有较高的精度，
且其对相机畸变参数的标定结果对噪声干扰不敏

感。真实图像实验表明：本文算法比其他标定法的
标定精度高，具有一定的应用价值。
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