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摘　要　旋转波片Ｓｔｏｋｅｓ偏振仪是最常用的测量光束偏振态的仪器。波片快轴方位误差是影响旋转波片

Ｓｔｏｋｅｓ偏振仪的主要误差源之一。为了研究波片方位偏差对测量精度的影响，提出了一种描述波片快轴方
位误差向最终的偏振测量误差传递的数学模型，并引入协方差矩阵法表征偏振测量误差。根据这一模型，获
得最优的偏振仪配置参数。在推导过程中，假设波片方位误差服从同一高斯分布。基于此误差模型，得到如
下结论：（１）由波片方位误差引入的测量误差与光强测量次数Ｎ 成反比；（２）测量误差独立于入射光强度，
但是依赖于入射光偏振态（ｓ１，ｓ２，ｓ３）和波片的位相延迟量δ；（３）波片位相延迟量在（１０３．２２°，１１６．１３°）范围
内时波片方位误差引入的测量误差最小。最后，经过仿真实验证明，所得解析结果与仿真模拟结果相一致。
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引　言

　　Ｓｔｏｋｅｓ偏振仪由于出色的性能已经被应用于地物、大气
和水下等遥感探测［１－３］，波段包括可见光至长波红外。偏振
探测有利于提高目标对比度，能够减弱杂散光干扰，以及提
供目标表面的方向朝向信息和表面粗糙度信息等［４－６］。旋转
波片、固定偏振器（ＲＲＦＰ）Ｓｔｏｋｅｓ偏振仪是一种十分常见的
偏振仪，偏振探测功能由一个旋转的波片、固定的线偏振器
和探测器组成的偏振组件实现，其结构如图１所示。由于结
构相对简单可靠，ＲＲＦＰ　Ｓｔｏｋｅｓ偏振仪通常被附于光学系统
后端完成偏振探测任务。

　　ＲＲＦＰ　Ｓｔｏｋｅｓ偏振仪实现偏振探测的机理是利用波片快
轴在Ｎ （Ｎ 通常≥４）个不同位置时的光强构建线性方程组来
反演入射光的Ｓｔｏｋｅｓ矢量（ＳＶ）。在实际工程应用中，常被
采用的波片方位分布方式有两种。第一种是波片方位角均匀
分布于３６０°。市场上的ＲＲＦＰ　Ｓｔｏｋｅｓ偏振仪较多采用这种方
位角分布。第二种是非均匀分布的具有特定角度的波片方位
角组合，这种方位角分布通常都是经过系统优化得到的。例
如，（－４５°，０°，３０°，６０°），（±１５．１°，±５１．７°），（－５９．６°，

－３６．８°，－１０．１°，１０．１°）等，这些都是根据不同应用条件分
别通过系统优化获得的方位角组合。在ＳＶ测量过程中，可

能出现的误差源有三种：（１）光强测量过程中的附加噪声；
（２）偏振元件的非理想性误差；（３）光强测量时波片快轴方位
误差。前两种误差源在公开发表的文献中已经被详细的讨论
过，若干使系统信噪比（ＳＮＲ）最大化和系统误差最小化的结
构配置（包括波片快轴方位角和波片位相延迟量）被提出。其
中，Ａｍｂｉｒａｊａｎ等通过仿真计算发现一些特定的波片快轴方
位角集能够削弱前两种误差源引入的偏振误差，例如
（－４５°，０°，３０°，６０°）［７］；Ｓａｂａｔｋｅ等以测量矩阵条件数为目
标函 数 优 化 得 出 波 片 位 相 延 迟 量 １３２°，快 轴 方 位 角
（±１５．１°，±５１．７°）的配置能够使光强测量过程的附加高斯
噪声最小化［８］；Ｆｒａｎｃｏｉｓ　Ｇｏｕｄａｉｌ研究了ｓｈｏｔ噪声抑制问题，
并且证明在某些特定情况下，对于高斯噪声最优的系统配置
也能使Ｓｈｏｔ噪声最小化［９］；Ｔｙｏ等研究了信噪比与测量矩
阵条件数、系统误差分别和测量矩阵条件数的关系以及系统

图１　ＲＲＦＰ　Ｓｔｏｋｅｓ偏振仪的结构
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信噪比和系统误差的关系［１０－１１］。Ｓａｂａｔｋｅ等以ＥＷＶ作为品
质因子表征系统偏振仪误差源放大的参数，证明了均匀分布
的波片快轴方位角的噪声免疫能力并不逊色于经过优化获得

的最优方位角［８］。

　　本文致力于研究波片方位角均匀分布类型ＲＲＦＰ　Ｓｔｏｋｅｓ
偏振仪的第三种误差源对系统的影响。我们利用泰勒展开将
波片方位误差引入的光强测量误差从总光强中分离出来，并
根据波片方位角误差的特性，假设方位角误差为随机误差，
且服从同一高斯分布。基于此两点，推导出ＳＶ重建误差的
协方差矩阵。根据所得的协方差矩阵，我们了解到，由波片

方位误差引入的ＳＶ测量误差独立于入射光强，但是依赖于
入射光的偏振态和波片的位相延迟量。

１　误差传递模型

　　利用ＲＲＦＰ　Ｓｔｏｋｅｓ偏振仪测量完整的ＳＶ时，需要测量

Ｎ（Ｎ≥４）次不同波片方位对应的光强珗Ｉ＝（Ｉ１，Ｉ２，…，ＩＮ）Ｔ。
当不存在任何噪声和误差时，测得的光强矢量如式（１）所示。

珗Ｉ＝Ｗ珗Ｓ （１）

Ｗ ＝ １２

１ ｃｏｓ２２θ１＋ｃｏｓδｓｉｎ２２θ１ ｓｉｎ２（δ／２）ｓｉｎ４θ１ －ｓｉｎδｓｉｎ２θ１
１ ｃｏｓ２２θ２＋ｃｏｓδｓｉｎ２２θ２ ｓｉｎ２（δ／２）ｓｉｎ４θ２ －ｓｉｎδｓｉｎ２θ２
… … … …

１ ｃｏｓ２２θＮ ＋ｃｏｓδｓｉｎ２２θＮ ｓｉｎ２（δ／２）ｓｉｎ４θＮ －ｓｉｎδｓｉｎ２θ

烄

烆

烌

烎Ｎ

（２）

式中Ｗ 是系统测量矩阵（Ｎ×４），珗Ｓ＝（ｓ０，ｓ１，ｓ２，ｓ３）Ｔ 是入
射光的Ｓｔｏｋｅｓ矢量，δ是波片的位相延迟量，θｉ 是第ｉ次光

强测量时波片的方位角，且θｉ＝θ１＋（ｉ－１）３６０°Ｎ
，（ｉ＝１，２，

…，Ｎ）。
由于光强测量时波片快轴方位相对于理想的位置存在偏

差，测得的光强会因此而存在误差。由波片方位误差引入的
光强误差可以表示为式（３）

Δ珗Ｉ＝ΔＷ珗Ｓ （３）

ΔＷ ＝Ｗ′－Ｗ （４）

式中Ｗ′是仅存在波片方位误差时的测量矩阵。
当波片方位误差足够小（相比于１８０°）时，矩阵ΔＷ 的元

素可以表示为式（５）。

ΔＷｉｊ ＝Ｗ′ｉｊ－Ｗｉｊ ＝ξｉ
Ｗｉｊ（θｉ＋ξｉ）－Ｗｉｊ（θｉ）

ξ［ ］ｉ

≈ξｉ
Ｗｉｊ（θ）
θ θｉ

（５）

式中ξｉ表示第ｉ次光强测量时的波片方位误差。根据式（５）
的近似，矩阵ΔＷ 的形式如式（６）。

ΔＷ ＝

０ ξ１ｓｉｎ４θ１（ｃｏｓδ－１） －ξ１ｃｏｓ４θ１（ｃｏｓδ－１） －ξ１ｃｏｓ２θ１ｓｉｎδ
０ ξ２ｓｉｎ４θ２（ｃｏｓδ－１） －ξ２ｃｏｓ４θ２（ｃｏｓδ－１） －ξ２ｃｏｓ２θ２ｓｉｎδ
   

０ ξＮｓｉｎ４θＮ（ｃｏｓδ－１） －ξＮｃｏｓ４θＮ（ｃｏｓδ－１） －ξＮｃｏｓ２θＮｓｉｎ

烄

烆

烌

烎δ

（６）

　　因此ＲＲＦＰ　Ｓｔｏｋｅｓ偏振仪的ＳＶ测量误差Δ珗Ｓ与波片方
位误差的关系可以用式（７）表示。

Δ珗Ｓ＝ （ＷＴＷ）－１　ＷＴΔ珗Ｉ＝ （ＷＴＷ）－１　ＷＴＱ珗ξ （７）
根据式（２）和式（６）可以推导出矩阵Ｑ，矩阵Ｑ是对角矩阵，

Ｑｉｊ ＝

ｓ１ｓｉｎ４θｉ（ｃｏｓδ－１）－ｓ２ｃｏｓ４θｉ（ｃｏｓδ－１）－
　ｓ３ｃｏｓ２θｉｓｉｎδ，　　　ｉ＝ｊ；

０，　　　　　　 　　ｉ≠
烅
烄

烆 ｊ

（８）

式中，珗ξ是Ｎ 个波片方位误差组成的向量，珗ξ＝（ξ１，ξ２，…，

ξＮ）
Ｔ。
当ＲＲＦＰ　Ｓｔｏｋｅｓ偏振仪工作的时候，波片通过均匀快速

旋转的方式调制光强，产生周期变化的光强信号。但是由于
波片旋转速度不均匀、初始测量角偏差和光强测量的时间间
隔不一致等原因互相交织，导致波片方位误差呈现出随机误
差的特性。本文为了简化分析，假设波片方位误差是随机误

差，且服从同一高斯分布，标准差为σ。根据此假设，向量珗ξ
是由Ｎ 个随机变量构成的向量，根据式（７）可知，Ｓｔｏｋｅｓ偏
振仪的ＳＶ测量误差也是随机向量。协方差矩阵可以用于估
计Ｓｔｏｋｅｓ参数的测量误差［８，１２］。由波片方位误差引入的ＳＶ
测量误差的协方差矩阵如式（９）所示。

Γ ∈＝ （Δ珗ＳΔ珗ＳＴ）＝
〈Δｓ２０〉 〈Δｓ０Δｓ１〉 〈Δｓ０Δｓ２〉 〈Δｓ０Δｓ３〉
〈Δｓ１Δｓ０〉 〈Δｓ２１〉 〈Δｓ１Δｓ２〉 〈Δｓ１Δｓ３〉
〈Δｓ２Δｓ０〉 〈Δｓ２Δｓ１〉 〈Δｓ２２〉 〈Δｓ２Δｓ３〉
〈Δｓ３Δｓ０〉 〈Δｓ３Δｓ１〉 〈Δｓ３Δｓ２〉 〈Δｓ２３

烄

烆

烌

烎〉

＝σ２Γ（９）

Γ＝ （ＷＴＷ）－１Λ（ＷＴＷ）－１ （１０）

Λ＝ＷＴＱＱＴＷ （１１）
式中〈·〉表示求期望值，矩阵（ＷＴＷ）－１可以根据式（１２）计
算，矩阵Λ可以根据式（１３）计算。

（ＷＴＷ）－１ ＝ ４Ｎ

３＋２ｃｏｓδ＋３ｃｏｓ２δ
（１－ｃｏｓδ）２

－４
（１＋ｃｏｓδ）
（１－ｃｏｓδ）２

０ ０

－４
（１＋ｃｏｓδ）
（１－ｃｏｓδ）２

８
（１－ｃｏｓδ）２

０ ０

０ ０ ８
（１－ｃｏｓδ）２

０

０ ０ ０ ２
ｓｉｎ２

烄

烆

烌

烎δ

（１２）
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Λ１１ ＝ Ｎ８
［ｓ２１（ｃｏｓδ－１）２＋ｓ２２（ｃｏｓδ－１）２＋ｓ２３ｓｉｎ２δ］

Λ１２ ＝Λ２１ ＝ Ｎ
１６ｓ

２
１ｓｉｎ２δ（１－ｃｏｓδ）＋ Ｎ１６ｓ

２
２ｓｉｎ２δ（１－ｃｏｓδ）＋

Ｎ
３２ｓ

２
３（３＋ｃｏｓδ）ｓｉｎ２δ

Λ１３ ＝Λ３１ ＝Λ３４ ＝Λ４３ ＝０

Λ１４ ＝Λ４１ ＝ Ｎ８ｓ１ｓ３ｓｉｎ
２δ（ｃｏｓδ－１）

Λ２２ ＝ Ｎ
１２８ｓ

２
１（ｃｏｓδ－１）２（５＋６ｃｏｓδ＋５ｃｏｓ２δ）＋ Ｎ

１２８ｓ
２
２（ｃｏｓδ－

１）２（７＋２ｃｏｓδ＋７ｃｏｓ２δ）＋Ｎ６４ｓ
２
３ｓｉｎ２δ（５＋２ｃｏｓδ＋ｃｏｓ２δ）

Λ２３ ＝Λ３２ ＝ Ｎ３２ｓ１ｓ２
（ｃｏｓδ－１）３ｓｉｎ２ δ２

Λ２４ ＝Λ４２ ＝－Ｎ１６ｓ１ｓ２ｓｉｎ
４δ

Λ３３ ＝３　Ｎ３２ｓ
２
１（ｃｏｓδ－１）２ｓｉｎ４ δ２ ＋

Ｎ
３２ｓ

２
２（ｃｏｓδ－１）２ｓｉｎ４ δ２ ＋

Ｎ
１６ｓ

２
３ｓｉｎ２δｓｉｎ４ δ２

Λ４４＝ Ｎ１６ｓ
２
１（ｃｏｓδ－１）２ｓｉｎ２δ＋Ｎ１６ｓ

２
２（ｃｏｓδ－１）２ｓｉｎ２δ＋Ｎ３２ｓ

２
３ｓｉｎ４δ

（１３）
在推导式（１２）和式（１３）的过程中，需要利用式（１４）中的表达
式，这些表达式都可以利用 ＭＡＴＬＡＢ程序验证。

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２４θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｃｏｓ２４θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｃｏｓ２θｉ ＝ Ｎ２

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｃｏｓ３２θｉｃｏｓ４θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｃｏｓ３２θｉｓｉｎ４θｉ ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２２θｉｃｏｓ２θｉｃｏｓ４θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２２θｉｃｏｓ２θｉｓｉｎ４θｉ ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ４θｉｃｏｓ４θｉｃｏｓ２θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２４θｉｃｏｓ２θｉ ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２θｉｓｉｎ２４θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２θｉｃｏｓ２４θ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２θｉｓｉｎ４θｉｃｏｓ４θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２θｉｃｏｓ４２θｉ ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ３２θｉｃｏｓ２２θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２θｉｓｉｎ４θｉｃｏｓ２４θｉ ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２２θｉｃｏｓ４θｉｃｏｓ２θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２２θｉｓｉｎ４θｉｃｏｓ２θｉ ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｃｏｓ５２θｉｃｏｓ４θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｃｏｓ５２θｉｓｉｎ４θｉ ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｃｏｓ３２θｉｓｉｎ２２θｉｃｏｓ４θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｃｏｓ３２θｉｓｉｎ２２θｉｓｉｎ４θｉ ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ４２θｉｃｏｓ４θｉｃｏｓ２θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ４２θｉｓｉｎ４θｉｃｏｓ２θｉ ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ４θｉｃｏｓ３２θｉｃｏｓ４θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２４θｉｃｏｓ３２θｉ ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ４θｉｓｉｎ３２θｉｃｏｓ４θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２４θｉｓｉｎ３２θｉ ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２θｉｃｏｓ２２θｉｓｉｎ２４θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２θｉｃｏｓ２２θｉｃｏｓ２４θｉ ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２θｉｃｏｓ２２θｉｓｉｎ４θｉｃｏｓ４θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ３２θｉｓｉｎ２４θｉ ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ３２θｉｃｏｓ２４θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ３２θｉｓｉｎ４θｉｃｏｓ４θｉ ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２４θｉｃｏｓ４θｉｃｏｓ２θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ３４θｉｃｏｓ２θｉ ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２θｉｓｉｎ３４θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２θｉｓｉｎ４θｉｃｏｓ２２θｉ ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２θｉｓｉｎ２４θｉｃｏｓ４θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｃｏｓ２２θｉｓｉｎ４θｉｃｏｓ４θｉ ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２２θｉｓｉｎ４θｉｃｏｓ４θｉ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ３４θｉ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ４θｉｃｏｓ２４θｉ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２４θｉｃｏｓ４θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ４θｉｃｏｓ４２θｉ ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ４θｉｓｉｎ２２θｉｃｏｓ２２θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２θｉｃｏｓ３２θｉｃｏｓ４θｉ ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ３２θｉｃｏｓ４θｉｃｏｓ２θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２θｉｓｉｎ４θｉｃｏｓ４θｉｃｏｓ２θｉ ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２θｉｓｉｎ２４θｉｃｏｓ２θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２２θｉｓｉｎ４θｉｃｏｓ４θｉ ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｃｏｓ２２θｉｓｉｎ２２θｉｓｉｎ４θｉｃｏｓ４θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ３４θｉｃｏｓ４θｉ ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｃｏｓ４２θｉｓｉｎ４θｉｃｏｓ４θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ４２θｉｓｉｎ４θｉｃｏｓ４θｉ ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｃｏｓ２２θｉｓｉｎ３４θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ４θｉｃｏｓ２２θｉｃｏｓ２４θｉ ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ３４θｉｓｉｎ２２θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ４θｉｓｉｎ２２θｉｃｏｓ２４θｉ ＝０

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ４θｉｃｏｓ４θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｃｏｓ４θｉｃｏｓ２θｉ ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ４θｉｃｏｓ２θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ４θｉｃｏｓ２２θｉ ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２θｉｃｏｓ２２θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２θｉｃｏｓ４θｉｃｏｓ２θｉ ＝０

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２４θｉｃｏｓ２２θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｃｏｓ２４θｉｃｏｓ２２θｉ ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２２θｉｓｉｎ２４θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２２θｉｃｏｓ２４θｉ ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２θｉｓｉｎ４θｉｃｏｓ２θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２４θｉｃｏｓ２２θｉ ＝ Ｎ４

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ４４θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｃｏｓ４２θｉ ＝３　Ｎ８

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２θｉｃｏｓ３２θｉｓｉｎ４θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２４θｉｃｏｓ２４θｉ ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２２θｉｃｏｓ２２θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ３２θｉｓｉｎ４θｉｃｏｓ２θｉ ＝ Ｎ８

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｃｏｓ４２θｉｓｉｎ２４θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ４２θｉｓｉｎ２４θｉ ＝５　Ｎ３２

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｃｏｓ４２θｉｃｏｓ２４θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ４２θｉｃｏｓ２４θｉ ＝７　Ｎ３２

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｃｏｓ６２θｉ ＝５　Ｎ１６
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∑
Ｎ

ｉ＝１
ｃｏｓ２２θｉｓｉｎ２２θｉｓｉｎ２４θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｃｏｓ２２θｉｓｉｎ２２θｉｃｏｓ２４θｉ ＝ Ｎ３２

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｃｏｓ４２θｉｓｉｎ２２θｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ４２θｉｃｏｓ２２θｉ ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２４θｉｃｏｓ２２θｉｃｏｓ４θｉ ＝ Ｎ１６

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｓｉｎ２４θｉｓｉｎ２２θｉｃｏｓ４θｉ ＝－Ｎ１６

（１４）

当波片方位角均匀分布于３６０°，即θｉ ＝θ１＋（ｉ－１）３６０°Ｎ
，（ｉ

＝１，２，…，Ｎ），且（Ｎ＝９，１１，１３，１５，１７，１８，…）时，式
（１４）中的表达式都成立。但是当Ｎ ＝５，７，１０，１２，１４，１６
时，式（１４）中有些表达式不成立。当Ｎ＝４，６，８时，虽然式
（１４）中的大部分表达式也成立，但是此时测量矩阵Ｗ 是奇
异矩阵，因此也不能被包括在内。
根据式（１０）—式（１３）计算得到矩阵Γ如式（１５）所示。

Γ１１ ＝ ４Ｎ
（１＋ｃｏｓ２δ）ｓ２１＋ ８Ｎ

（１＋ｃｏｓδ＋ｃｏｓ２δ）ｓ２２－

２（５ｃｏｓ３δ＋７ｃｏｓ２δ＋３ｃｏｓδ＋１）
Ｎ（ｃｏｓδ－１）

ｓ２３

Γ１２ ＝Γ２１＝－ ４Ｎ
（１＋ｃｏｓδ）ｓ２１－１２Ｎ

（１＋ｃｏｓδ）ｓ２２＋

４（３ｃｏｓ３δ＋４ｃｏｓδ＋１）
Ｎ（ｃｏｓδ－１）

ｓ２３

Γ１３ ＝Γ３１ ＝１６Ｎｃｏｓ
２ δ
２ｓ１ｓ２

Γ１４ ＝Γ４１ ＝－ ８Ｎｓｉｎ
２ δ
２ｓ１ｓ３

Γ２２ ＝ ８Ｎｓ
２
１＋２４Ｎｓ

２
２＋１６Ｎｃｏｔ

２ δ
２ｓ

２
３

Γ２３ ＝Γ３２ ＝－１６Ｎｓ１ｓ２

Γ２４ ＝Γ４２ ＝Γ３４ ＝Γ４３ ＝０

Γ３３ ＝２４Ｎｓ
２
１＋ ８Ｎｓ

２
２＋１６Ｎｃｏｔ

２ δ
２ｓ

２
３

Γ４４ ＝ ４Ｎｔａｎ
２ δ
２ｓ

２
１＋ ４Ｎｔａｎ

２ δ
２ｓ

２
２＋ ２Ｎｓ

２
３ （１５）

　　协方差矩阵Γ∈的对角线元素表示对应Ｓｔｏｋｅｓ参数的测
量误差。矩阵Γ的非对角线元素表示Ｓｔｏｋｅｓ误差矢量各分量
之间的相关性，对角线元素表示波片快轴方位误差向Ｓｔｏｋｅｓ
矢量测量误差传递的增益。矩阵Γ的迹可以作为整体评价偏
振测量系统对波片快轴方位误差灵敏度的参数，矩阵Γ的迹
越大，Ｓｔｏｋｅｓ矢量测量误差越大。矩阵Γ的迹 Ｔｒ（Γ）如式
（１６）所示。

Ｔｒ（Γ）＝ ４Ｎ
（Ｃ１ｓ２１＋Ｃ２ｓ２２＋Ｃ３ｓ２３） （１６）

式（１６）中的三个系数Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３ 如式（１７）所示。

Ｃ１ ＝ｃｏｓ
４δ＋７ｃｏｓ２＋２ｃｏｓδ－１０

ｃｏｓ２δ－１

Ｃ２ ＝２ｃｏｓ
４δ＋２ｃｏｓ３δ＋７ｃｏｓ２δ－１１

ｃｏｓ２δ－１

Ｃ３ ＝－５ｃｏｓ
４δ＋１２ｃｏｓ３δ＋２５ｃｏｓ２δ＋３６ｃｏｓδ＋１８

２（ｃｏｓ２δ－１）
（１７）

　　根据协方差矩阵Γ∈和式（１６）可知，ＲＲＦＰ　Ｓｔｏｋｅｓ偏振
仪中由波片方位误差引入的测量误差独立于入射光强ｓ０，但
是依赖于入射光的偏振态（ｓ１，ｓ２，ｓ３）和波片的位相延迟量δ，
并且与光强测量次数 Ｎ 成反比。当入射光的偏振态均匀分
布于邦加球上时，式（１６）中ｓ２１＝ｓ２２＝ｓ２３＝１／３，此时矩阵Γ的
迹Ｔｒ（Γ）将变为式（１８）。

图２　系数Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３ 和Ｃ与波片位相延迟量δ的关系

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅ　ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ　ｂｅｔｗｅｅｎ　Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３，Ｃａｎｄ　ｔｈｅ　ｒｅｔａｒｄａｎｃｅδ

１９２２第７期　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　光谱学与光谱分析



Ｔｒ（Γ）＝ ４
３　Ｎ
（Ｃ１＋Ｃ２＋Ｃ３） （１８）

所以，当入射光偏振态均匀分布于邦加球上时，ＳＶ的测量
误差仅依赖光强测量次数 Ｎ 和波片的位相延迟量δ。系数

Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３ 和它们的和Ｃ＝Ｃ１＋Ｃ２＋Ｃ３ 与波片位相延迟量δ
的关系见图２。根据图２（ｄ）可见，当δ＝１０９．６８°时，Ｔｒ（Γ）的
值最小，且在１０３．２２°≤δ≤１１６．１３°范围内Ｔｒ（Γ）仅增加了最
小值的１％。

　　系数Ｃ１，Ｃ２ 是Ｓｔｏｋｅｓ参数反演误差对入射光线偏振分
量（ｓ１，ｓ２）的依赖系数，系数Ｃ３ 是Ｓｔｏｋｅｓ参数反演误差对入
射光圆偏振分量（ｓ３）的依赖系数。此依赖系数越大，相应偏
振分量对测量误差的贡献越大。根据图２可知，为了减小

Ｓｔｏｋｅｓ矢量的反演误差，当入射偏振态主要分布在邦加球的
赤道附近时，波片位相延迟量应该小于１３０°；当入射偏振态
主要分布在邦加球的两极时，波片位相延迟量应该大于８５°。
当入射光的偏振态不是均匀分布于邦加球上时，如果根

据理论分析或者原始数据能够预测入射光的偏振态分布，可
以利用系数Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３ 的加权之和表征偏振仪对波片方位

误差的灵敏度，类似式（１９）所示。系数ａ１，ａ２，ａ３ 表示入射
光偏振态中ｓ１，ｓ２，ｓ３ 参数的重要程度。

Ｔｒ（Γ）＝ ４Ｎ
（ａ１Ｃ１＋ａ２Ｃ２＋ａ３Ｃ３） （１９）

２　仿真验证

　　我们设计了仿真实验验证本文第１部分的理论结果。实
验步骤如下：

（１）利用 ＭＡＴＬＡＢ产生１０６ 个波片方位误差，标准差σ
＝０．０５弧度；

（２）利用公式Δ珗Ｓ＝Ｗ＋（Ｗ′－Ｗ）珗Ｓ计算每个波片方位误
差引起的ＳＶ测量误差；

（３）分别计算四个Ｓｔｏｋｅｓ参数测量误差的方差；
（４）利用式（９）和式（１５）计算标准差σ＝０．０５ｒａｄ的波片

方位误差引起的ＳＶ测量误差，并与步骤（３）的计算结果相比
较。

图３　当Ｎ＝９时，〈ΔＳ２ｉ〉，ｉ＝０，１，２，３的理论和仿真结果

Ｆｉｇ．３　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ　ａｎｄ　ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ〈ΔＳ２ｉ〉，ｉ＝０，１，２，３ｆｏｒ　Ｎ＝９

　　我们验证了１１２个均匀分布于邦加球上的入射光偏振态
在波片位相延迟量２０°≤δ≤１６０°范围内的情况，实验结果表
明，根据式（９）和式（１５）计算的理论结果与仿真实验的结果
完全吻合。限于篇幅，本文仅展示当 Ｎ＝９，入射偏振态为

１，１
槡３
，１
槡３
，１
槡（ ）３

Ｔ

时的情况。仿真实验结果与理论计算结

果同时被展示在图３中以便于比较。从图３中可以看出，四
个Ｓｔｏｋｅｓ参数的测量误差的理论结果和仿真结果非常吻合，

证明了第１部分中的解析结果的正确性。

３　结　论

　　研究了ＲＲＦＰ　Ｓｔｏｋｅｓ偏振仪的波片方位误差引入的ＳＶ
测量误差。首先利用泰勒展开的第一项近似将由波片方位误
差引入的光强测量误差分离。其次，根据波片方位误差的特
性，假设波片方位误差为随机误差，且服从同一高斯分布，
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基于此假设，推导出Ｓｔｏｋｅｓ参数测量误差的协方差矩阵。根
据推导所得的协方差矩阵，得到以下结论：（１）由波片方位
误差引入的ＳＶ测量误差独立于入射光强ｓ０；（２）测量误差依
赖于入射光的偏振态（ｓ１，ｓ２，ｓ３）和波片的位相延迟量；（３）

测量误差与光强测量次数Ｎ 成反比；（４）当入射光偏振态均
匀分布于邦加球上，波片位相延迟量１０３．２２°≤δ≤１１６．１３°能
够使波片方位误差引入的ＳＶ测量误差最小。最后，利用仿
真实验验证了理论推导结果的正确性。

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ

［１］　ＢＯ　Ｇｕａｎｇ－ｙｕ，ＬＩＵ　Ｄｏｎｇ，ＷＡＮＧ　Ｂａｎｇ－ｘｉｎ（伯广宇，刘　东，王邦新）．Ｃｈｉｎｅｓｅ　Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｌａｓｅｒｓ（中国激光），２０１２，３９（１０）：１０１４００２－
１．

［２］　ＦＥＮＧ　Ｍｉｎｇ－ｃｈｕｎ，ＧＡＯ　Ｍｉｎ－ｇｕａｎｇ，ＸＵ　Ｌｉａｎｇ（冯明春，高闽光，徐　亮）．Ａｃｔａ　Ｏｐｔｉｃｓ　Ｓｉｎｉｃａ（光学学报），２０１２，３２（４）：０４０１００２－１．
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