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摘要：为满足３０ｍ望远镜（ＴＭＴ）三镜系统（Ｍ３Ｓ）对质量和刚度的要求，研究了合理分配该系统各部分刚度的方法。针

对 Ｍ３Ｓ的第一阶谐振频率不小于１５Ｈｚ的要求，本文基于 Ｍ３Ｓ的结构组成对模型进行适当地简化，然后使用前期设计

数据建立了四质量点弹簧－质点模型。研究了三镜支撑系统支撑刚度的组成，使用特征值反解的方法得到了简化模型在

６个广义方向上的刚度矩阵。最后，给出了系统中所有弹簧代表的刚度，并将这一简化模型和计算结果用来指导后期的

结构设计和控制设计。使用运动学仿真软件Ａｄａｍｓ对分配结果进行了验证，验证结果显示，Ｍ３Ｓ各部分刚度配比合理，

系统的基频能够达到１５．１Ｈｚ，满足设计要求。采用本文的刚度分配方法，可以有效地提高系统设计的效率与合理性。

关　键　词：３０ｍ望远镜；三镜系统；弹簧－质点模型；特征值反解；第一阶谐振频率；有限元方法

中图分类号：ＴＨ７５１　　文献标识码：Ａ　　ｄｏｉ：１０．３７８８／ＯＰＥ．２０１６２４０１．０１５２

Ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ　ａｌｌｏｃａｔｉｏｎ　ａｎｄ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　ＴＭＴ　Ｍ３Ｓ

ＹＡＮＧ　Ｆｅｉ　１，２＊，ＬＩＵ　Ｇｕｏ－ｊｕｎ１，ＺＨＡＯ　Ｈｏｎｇ－ｃｈａｏ２，ＺＨＡＮＧ　Ｊｉｎｇ－ｘｕ２

（１．Ｓｔａｔｅ　Ｋｅｙ　Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ　ｏｆ　Ｈｉｇｈ　Ｐｏｗｅｒ　Ｓｅｍｉｃｏｎｄｕｃｔｏｒ　Ｌａｓｅｒ，

Ｃｈａｎｇｃｈｕｎ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ　ｏｆ　Ｓｃｉｅｎｃｅ　ａｎｄ　Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｃｈａｎｇｃｈｕｎ１３００２２，Ｃｈｉｎａ；

２．Ｃｈａｎｇｃｈｕｎ　Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ　ｏｆ　Ｏｐｔｉｃｓ，Ｆｉｎｅ　Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　ａｎｄ　Ｐｈｙｓｉｃｓ，

Ｃｈｉｎｅｓｅ　Ａｃａｄｅｍｙ　ｏｆ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｃｈａｎｇｃｈｕｎ１３００３３，Ｃｈｉｎａ）

＊Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ　ａｕｔｈｏｒ，Ｅ－ｍａｉｌ：ｙａｎｇｆｌｙｉｎｇ＠１６３．ｃｏｍ

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｔｏ　ｍｅｅｔ　ｔｈｅ　ｒｅｑｕｉｒｅｍｅｎｔｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｔｅｒｔｉａｒｙ　Ｍｉｒｒｏｒ　Ｓｙｓｔｅｍ（Ｍ３Ｓ）ｉｎ　ａ　Ｔｈｉｒｔｙ　Ｍｅｔｅｒ　Ｔｅｌｅｓｃｏｐｅ
（ＴＭＴ）ｆｏｒ　ｍａｓｓ　ａｎｄ　ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ，ｈｏｗ　ｔｏ　ａｌｌｏｃａｔｅ　ｒａｔｉｏｎａｌｌｙ　ｔｈｅ　ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ　ｆｏｒ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｐａｒｔｓ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｓｙｓｔｅｍ
ｗａｓ　ｒｅｓｅａｒｃｈｅｄ．Ａｓ　ｔｈｅ　ｆｉｒｓｔ－ｏｒｄｅｒ　ｒｅｓｏｎａｎｔ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｏｆ　Ｍ３Ｓｓｈｏｕｌｄ　ｎｏｔ　ｂｅ　ｌｅｓｓ　ｔｈａｎ　１５Ｈｚ，ｔｈｅ
ｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ　ｏｆ　Ｍ３Ｓｗａｓ　ｒｅｓｅａｒｃｈｅｄ，ｔｈｅｎ　ａ　ｆｏｕｒ－ｐｏｉｎｔ　ｌｕｍｐｅｄ－ｍａｓｓ　ｍｏｄｅｌ　ｗａｓ　ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ　ｂｙ　ｔｈｅ　ｐｒｅ－
ｄｅｓｉｇｎｅｄ　ｄａｔａ．Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｔｈｅ　ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｍｉｒｒｏｒ　ｓｕｐｐｏｒｔ　ｓｙｓｔｅｍ　ｗａｓ　ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ，ａｎｄ　ａｎ
ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ　ｉｎｖｅｒｓｅ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ　ｗａｓ　ｕｓｅｄ　ｔｏ　ｏｂｔａｉｎ　ｔｈｅ　ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ　ｍａｔｒｉｘ　ｏｆ　ａ　ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ　ｍｏｄｅｌ　ｉｎ　ｓｉｘ　ｇｌｏｂａｌ
ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ．Ｆｉｎａｌｌｙ，ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ　ｏｆ　ａｌｌ　ｓｐｒｉｎｇｓ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｓｙｓｔｅｍ　ｗａｓ　ｇｉｖｅｎ，ａｎｄ　ｔｈｅ　ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ　ｍｏｄｅｌ　ａｎｄ　ｔｈｅ
ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｗｅｒｅ　ｕｓｅｄ　ｔｏ　ｇｕｉｄｅ　ｔｈｅ　ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ　ｄｅｓｉｇｎ　ａｎｄ　ｃｏｎｔｒｏｌ　ｄｅｓｉｇｎ　ｌａｔｅｒ．Ｔｈｅ　ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
ｓｏｆｔｗａｒｅ　Ａｄａｍｓ　ｗａｓ　ｕｓｅｄ　ｔｏ　ｖｅｒｉｆｙ　ｔｈｅ　ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ　ａｌｌｏｃａｔｉｏｎ　ａｎｄ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｐｒｏｃｅｓｓ．Ｔｈｅ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｓｈｏｗ　ｔｈａｔ
ｔｈｅ　ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ　ａｌｌｏｃａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｍ３Ｓｉｓ　ｒｅａｓｏｎａｂｌｅ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｆｉｒｓｔ　ｍｏｄａｌ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｙｓｔｅｍ　ｃａｎ
ａｃｈｉｅｖｅ　ｔｏ　１５．２Ｈｚ，ｗｈｉｃｈ　ｍｅｅｔｓ　ｔｈｅ　ｄｅｓｉｇｎ　ｒｅｑｕｉｒｅｍｅｎｔｓ．Ｗｉｔｈ　ｔｈｅ　ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ　ａｌｌｏｃａｔｉｏｎ，ｔｈｅ　ｓｙｓｔｅｍ



ｄｅｓｉｇｎ　ｃａｎ　ｏｆｆｅｒ　ｈｉｇｈｅｒ　ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ　ａｎｄ　ｒａｔｉｏｎａｌｉｔｙ．
Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：Ｔｈｉｒｔｙ　Ｍｅｔｅｒ　Ｔｅｌｅｓｃｏｐｙ（ＴＭＴ）；Ｔｅｒｔｉａｒｙ　Ｍｉｒｒｏｒ　Ｓｙｓｔｅｍ（Ｍ３Ｓ）ｌｕｍｐｅｄ－ｍａｓｓ　ｍｏｄｅｌ；

ｉｎｖｅｒｓｅ　ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ　ｐｒｏｂｌｅｍ；ｆｉｒｓｔ　ｍｏｄａｌ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ；Ｆｉｎｉｔｅ　Ｅｌｅｍｅｎｔ　Ｍｅｔｈｏｄ（ＦＥＭ）

１　引　言

从２０世纪９０年代开始，共有１３架６ｍ以上

口径的光学红外望远镜建成和投入使用［１］。一方

面，口径增长带来了望远镜整体重量的大幅度提

高。据统计，１９９０年以后使用的大口径望远镜系

统中，２ｍ级的系统总重一般在２０～４０ｔ，３ｍ级

以上的系统总重一般在７０到几百吨［１］；另外，大

口径地基光电望远镜的观测目标一般是系外恒星，
需要望 远 镜 通 过 轴 系 的 协 调 运 动 克 服 地 球 自 转

（１５（″）／ｓ）的影响，具有速度低、精度高的特点。为

了提高观测设备的动态响应能力，实现结构的低重

量惯量、高刚度和高精度，设计之初进行系统级的

刚度分配工作尤其重要。项目开展前期，平衡各结

构件刚度指标，保证系统动态响应能力的前提下，
对各组件提出合理刚度需求为刚度分配的目标。

系统一阶 谐 振 过 低 会 导 致 系 统 控 制 带 宽 过

窄，严重影响系统响应速度。依据控制系统要求，

Ｍ３Ｓ（Ｍ３Ｓｙｓｔｅｍ）的第一阶谐振频率需大于等于

１５Ｈｚ［２－３］，而在受限的设计空间和苛刻的质量要

求下达到这一指标比较困难；另外系统所表现出的

动力学性能与其每个组件的刚度密不可分，为此，
进行合理的刚度分配是必不可少的。一方面，某些

组件刚度过高，势必增加许多不必要的质量；另一

方面，由于空间限制等因素影响，部分结构件刚度

难以达到，需要适 当 降 低 要 求，以 减 小 设 计 难 度。
刚度分配就是从系统级要求出发，通过逐级地分配

最终给出各零件的设计指标，最终指导结构设计。

３０ ｍ 望 远 镜 （Ｔｈｉｒｔｙ　Ｍｅｔｅｒ　Ｔｅｌｅｓｃｏｐｅ，

ＴＭＴ）计划是由 美 国 加 州 理 工 学 院、加 州 大 学 系

统和加拿大大学天文研究联盟联合发起的国际合

作项目［１］。目前参与的国家包括中国、加拿大、日
本和印度等，中国科学院长春光学精密机械与物

理研究所承担了三镜系统的设计与制造工作。该

项目计划于夏威夷莫纳克亚峰建造一个世界领先

的３０ｍ巨 型 光 学———红 外 观 测 设 备，其 集 光 面

积大 约 为６５０ｍ２，观 测 波 段 为０．３～２８μｍ。

ＴＭＴ三镜为椭圆形平面镜，长 轴 为３．５９４ｍ，短

轴为２．５３６ｍ。由于经三镜反射后的光线的轴线

不一定与俯仰轴轴线重合，因此，当三镜面向不在

望远镜俯仰轴线上的设备工作时，需要三镜系统

具有跟踪和瞄准的功能。所以，三镜系统在功用

和使用方法上可简单等同于一台随ＴＭＴ望远镜

俯仰轴运动的具有高指向精度与高稳定性的地平

式望远镜系统。

２　三镜系统的组成及简化

２．１　三镜系统组成

ＴＭＴ三镜系统（Ｍ３Ｓ）主要由三镜镜室组件

（Ｍ３Ｃｅｌｌ　Ａｓｓｅｍｂｌｙ，Ｍ３ＣＡ）和三镜指向跟踪组

件（Ｍ３Ｐｏｓｉｔｉｏｎｅｒ　Ａｓｓｅｍｂｌｙ，Ｍ３ＰＡ）［１］组 成。

Ｍ３ＣＡ的设 计 采 用 了 被 动 支 撑 原 理。底 支 撑 部

分使 用１８点 Ｗｈｉｆｆｌｅｔｒｅｅ结 构 形 式 进 行 支 撑；侧

支撑 使 用 １２ 点 Ｗｈｉｆｆｌｅｔｒｅｅ结 构 形 式 进 行 支

撑［２－３］，其支撑原理如图１所示。

图１　三镜支撑设计原理
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Ｍ３ＰＡ在结构上类似于传统的地 平 式 结 构，
主要由控制方位转动的Ｒｏｔａｔｏｒ轴和控制三镜倾

斜的Ｔｉｌｔ轴２个轴系组成。Ｍ３Ｓ三维结构如图２
所示。其 中，用 以 连 接 Ｍ３ＣＡ与 Ｍ３ＰＡ的 结 构

称为托架，其功能类似于地平式望远镜的四通。

图２　三镜系统结构组成

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ　ｏｆ　Ｍ３ＳＳｔｒｕｃｔｕｒｅ

２．２　系统模型简化

随着望远镜口径的增大，望远镜本身 的 尺 寸

逐渐增大，结构也愈加复杂，这就带来了刚度与质

量的矛盾［１］。大口径地基望远镜 中，一 方 面 需 要

严格控制质量以节约成本，另一方面又不断提高

结构的刚度，以满足控制系统的要求。当三镜法

线指向天顶时，根据三镜系统的三维设计可以抽

象出其基本结构，如图３左图所示。
在结构上三镜系统可以简化为一系列由弹性

元件和惯性元件组成的链式系统。该系统称之为

弹簧－质点模型，它 是 完 整 模 型 的 简 化 形 式，在 动

力学性能上能够代表全模型的部分性能，所以系

统简化时需要包含足够多的信息。而实际上，机

械振动系统一般都较为复杂，为了节省运算量和

降低分析难度，必须去除次要因素，主要分析关键

因 素，最 终 将 完 整 模 型 简 化 和 抽 象 为 动 力 学 模

型［４－７］。简化得到的弹簧－质点模型的复杂程度取

决于原模型本身的复杂程度、对仿真结果的准确

性需求和所采用的计算方法等。
另外，弹簧－质点模型在前期控制系统建模中

也发挥着 巨 大 的 作 用。首 先 是 使 用 弹 簧－质 点 模

型能够方便的进行前期控制仿真，以便进行控制

系统设计；其次，所建立的控制系统能够与后期有

限元详细模型以及光机耦合软件共同搭建大型望

远镜仿真平台，实现对系统全面、详细、准确和可

靠的分析。其中，控制系统建模对简化模型提出

以下要求：仅考虑系统频域前三、四阶模态值，所

以弹簧－质点模型至少包含４个质量点；系统的模

态振型以及模态频率是系统全局特性的表征，对

全局特性影响较小的局部振动可以忽略［７］。

根据以上要求，模型简化还需满足以下假设：

结构是理想的线弹性体；满足小变形理论；忽略结

构的Ｐ－Δ效 应；忽 略 梁 的 翘 曲 效 应［８］［９］。遵 循 以

上假设的前提下，模型简化遵循以下原则：连续且

具有相同拓扑特征的结构部件视为一个具有分布

质量的弹簧，不参与结构支撑的大质量部件作为

质量点近似。结构件进一步简化为理想弹簧和等

效质量的组合。根据简化原则将三镜系统简化为

四质量点弹簧－质点模型，如图３右图所示。其中

Ｋ１代表基础的刚度，Ｋ２代表叉臂的刚度，Ｋ３代

表托架 的 刚 度，Ｋ４代 表 三 镜 支 撑 系 统 的 刚 度。

这个 弹 簧－质 点 模 型 就 是 此 后 振 动 分 析 的 力 学

模型。

此弹簧－质点模型共包含了４个质量点，４个

弹簧。分析不同广义方向上的振动时，给模型赋

以该广义方向上的质量属性和刚度。通过前期的

概念设计模型可以近似计算得到每个方向上的质

量参数如表１所示。

图３　三镜系统的简化模型

Ｆｉｇ．３　Ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　Ｍ３Ｓ

表１　三镜系统的质量属性列表

Ｔａｂ．１　Ｍａｓｓ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ｏｆ　Ｍ３Ｓ

Ｍ１ Ｍ２ Ｍ３ Ｍ４

Ｘ／ｋｇ　 ３　４２５　 １　９３７　 ２　８８８　 １　８００

Ｙ／ｋｇ　 ３　４２５　 １　９３７　 ２　８８８　 １　８００

Ｚ／ｋｇ　 ３　４００　 ２　２７９　 ２　４２１　 １　８００

Ｕ／（ｋｇ·ｍ２） ３１　９８９　 １４　４６８　 ３　４８２　 １　４６４

Ｖ／（ｋｇ·ｍ２） ３１　９８９　 １４　４６８　 ４　３５５　 ７３０

Ｗ／（ｋｇ·ｍ２） ３　２４３　 ５　６３２　 ３　９５３　 ２　１９０
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２．３　支撑系统的支撑刚度

ＴＭＴ三镜 支 撑 系 统 采 用 被 动 支 撑 技 术，底

支撑与侧支撑通过柔性件进行解耦。另外，考虑

到装配误差和温度对镜面面形的共同影响，镜子

支撑的刚度不能过大。所以在镜子支撑设计上，
保证足够的刚度和良好的面形是相互矛盾的。为

了保证成像质量，一旦完成支撑的刚度设计，就不

能再进行 大 范 围 的 调 整。所 以 弹 簧－质 点 模 型 的

刚度Ｋ４间接 由 三 镜 面 型 各 项 指 标 得 到，其 详 细

数据如 表２所 示，此 时，Ｍ３ＣＡ的 模 型 与 约 束 如

图４所示。

表２　Ｍ３ＣＡ刚度设计结果

Ｔａｂ．２　Ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ　ｄｅｓｉｇｎ　ｆｏｒ　Ｍ３ＣＡ

Ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ
Ｍｏｄａｌ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ

ｉｎ　Ｍ３ＣＡ　ｄｅｓｉｇｎ
Ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

Ｘ　 ２２．１Ｈｚ　 ３．４７Ｅ７Ｎ／ｍ

Ｙ　 ２２．４Ｈｚ　 ３．５７Ｅ７Ｎ／ｍ

Ｚ　 ４０．２Ｈｚ　 １．１６Ｅ８Ｎ／ｍ

Ｕ　 ２６．２Ｈｚ　 ３．９７Ｅ７Ｎｍ／ｒａｄ

Ｖ　 ２６．３Ｈｚ　 １．９９Ｅ７Ｎｍ／ｒａｄ

Ｗ　 １７．１Ｈｚ　 ２．５３Ｅ７Ｎｍ／ｒａｄ

３　三镜系统刚度分配

３．１　基于Ｄｕｎｋｅｒｌｅｙ公式的系统基频简化

当弹簧－质点模型在某一确定方向上振动，不

考虑阻尼和外力的作用时，根据经典振动理论可

以得到振动方程为［９－１０］：

Ｍ̈ｘ＋Ｋｘ＝０． （１）

研究系统的固有频率时，系统中各质 量 点 的

同步运动 是 研 究 重 点 所 在［１０］。系 统 在 基 频 下 振

动时，系统中所有质量点振动的相位相同，频率一

致［１０－１１］。此 时 可 以 设 系 统 中 各 质 量 点 的 运

动为［１９］：

ｘ＝ｓｉｎ（ωｔ＋φ）， （２）

其中：为相 应 质 量 点 振 动 幅 值 的 列 向 量。将 其

带入式（１）后整理有：

（Ｋ－ω２　Ｍ）＝０． （３）

这一方程具有非零解的充要条件为其系数的行

列式为零，此时有：

Ｋ－ω２　Ｍ ＝０． （４）

另外，根据载荷与变形的关系，系统受载后的

变形可表示为：

ｘ＝ＦＰ， （５）

其中：Ｆ为柔度矩阵，Ｐ表示载荷矩阵。当考虑振

动时，此式可表达为［１０］：

ｘ＝Ｆ（Ｐ－Ｍ̈ｘ）． （６）

忽略阻尼且外力为零时，有：

ＦＭ̈ｘ＋ｘ＝０． （７）

将式（２）带入式（８）整理：

（Ｋ－１　Ｍ）＝１ω２
． （８）

记ｎ阶方阵的动力矩阵为Ａ，则有：

Ａ＝ＦＭ＝Ｋ－１　Ｍ， （９）

则式（３）和式（８）使用Ａ表示后可简写为：

Ａ＝λ， （１０）

其中：

λ＝１ω２
． （１１）

式（１０）的特征方程可表示为：

Ａ－λＩ ＝０． （１２）

将式（１２）左侧展开，有：
（－１）ｎ［λｎ－（ａ１１＋ａ２２＋…＋ａｎｎ）λｎ－１＋…＋

（－１）ｎ　Ａ ］＝０，

式中：ａｉｉ表 示 动 力 矩 阵Ａ 的 第ｉ个 主 对 角 元 素。

由代数方程理论可知［２１］：

λ１＋…＋λｎ＝ａ１１＋ａ２２＋…＋ａｎｎ．
上式右端 是 动 力 矩 阵Ａ的 主 对 角 线 元 素 之

和，在 线 性 代 数 中 称 为 矩 阵 的 迹，记 为ｔｒ　Ａ，于

是有：

∑
ｎ

ｉ＝１
λｉ ＝ｔｒ　Ａ． （１３）

当质 量 阵 Ｍ 为 对 角 阵 时，矩 阵Ａ 的 迹 可 以 表

示为［２０］：

ｔｒ　Ａ＝ｔｒ（ＦＭ）＝ｆ１１ｍ１＋ｆ２２ｍ２＋…＋ｆｎｎｍｎ，
（１４）

其中：ｆｉｉ和ｍｉ分别为柔度矩阵Ｆ 和质量阵Ｍ 主

对角线上的元素。ｆｉｉ表示第ｉ个质点上受单位力

时发生的变 形。所 以，当 系 统 中 仅 保 留 第ｉ个 质

点时，则系统由多自由度系统减缩为单自由度状

态，此时，系统的模态频率为［１９］：

Ｐ２ｉ＝
Ｋｉ
ｍｉ＝

１
ｆｉｉｍｉ

， （１５）
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其中：ｆｉｉ可通过弹簧串联公式表示：

ｆｉｉ＝１Ｋ＝
１
Ｋ１＋

１
Ｋ２＋

…＋１Ｋｉ．
（１６）

将式（１５）、（１６）带入式（１３）有：

∑
ｎ

ｉ＝１

１
ω２ｉ
＝ １Ｐ２１

＋ １Ｐ２２
＋…＋ １Ｐ２ｎ

＝

∑
ｎ

ｉ＝１
ｆｉｉｍｉ ＝ｍ１ １

Ｋ（ ）１ ＋ｍ２ １
Ｋ１＋

１
Ｋ（ ）２ ＋

ｍ３ １
Ｋ１＋

１
Ｋ２＋

１
Ｋ（ ）３ ＋ｍ４ １

Ｋ１＋
１
Ｋ２＋

１
Ｋ３＋

１
Ｋ（ ）４ ．
（１７）

令：

１
ｑ２ｉ
＝ｍｉ＋

…＋ｍ４
Ｋｉ

，

则式（１７）可改写为：

∑
ｎ

ｉ＝１

１
ω２ｉ
＝ １
ｑ２１
＋１
ｑ２２
＋１
ｑ２３
＋１
ｑ２４
． （１８）

其中：ｑｉ代 表 系 统 仅 保 留 第ｉ个 弹 簧 以 及 其 以 上

所有质量组成的单自由度系统的模态频率。假设

系统的第一阶模态频率远低于第二阶模态频率，

式（１８）可进一步简化为［１０］：

１
ω２１≈

１
ｑ２１
＋１
ｑ２２
＋１
ｑ２３
＋１
ｑ２４
． （１９）

这是将Ｄｕｎｋｅｒｌｅｙ公式继续推导得到的最终

形式，本文将把这一结论应用到ＴＭＴ三镜系 统

刚度分配中。

３．２　基于Ｄｕｎｋｅｒｌｅｙ简化公式的特征值向量估计

望远镜由诸多的惯性单元和弹性单 元 构 成。

其中每一 个 弹 性 单 元 都 有 一 个 自 身 的 刚 度 属 性

ｋｎ。如果单纯的将 这 些 弹 性 单 元 串 联，则 其 所 构

成的弹性元件本身的刚度ｋ可以使用式（１６）进行

表示。根据系 统 动 力 学 中：如 果 设 计 一 个 拥 有ｎ
个弹性元件的结构达到某一预期刚度，其每个弹

性元件的刚度在期望上都需要高于等于ｎ倍的刚

度指标；刚度设计时，整体结构的刚度受最小刚度

元件的影响最大，而对于刚度较大的元件的刚度

不敏感，所以取刚度分配方法一致［１１］。
同样，考虑到ｑ１、ｑ２、ｑ３、ｑ４ 以 及ω１ 均 为 大 于

或等于１５的实数，且式（１９）与式（１６）结构相同，

所以刚度分配方法一致。分配原则为：每一个单

自由度模型的模态频率都需要高于ｎ１／２倍的系统

模态频率；同样，整个系统受模态频率最低的单自

由度模型影响最大，所以各个单自由度系统的模

态频率应尽量相等。

为满足控制系统需求和提供三镜光学系统一

个稳固的基础，ＴＭＴ要求 Ｍ３Ｓ整体的谐振频率

不小于１５Ｈｚ。基于Ｄｕｎｋｅｒｌｅｙ公式开展刚度分

配工作，子系统基频应尽量相等。其中ｑ４ 由三镜

支撑设计决定，则有ｑ１＝ｑ２＝ｑ３，则由式（１９）得：

ｑ１＝ｑ２＝ｑ３＝ ３
１
ω２１
－１
ｑ槡 ２
４

． （２０）

将计算结果带入各个子系统求取弹簧的刚度

Ｋ，并将Ｋ 以及ω１ 带入式（３）即可求得特征值向

量。

３．３　基于经典振动方程的系统基频准确表达

望远镜系 统 可 以 简 化 为 一 个 多 质 量 点 的 弹

簧 －质点模 型。系 统 在 基 频 下 振 动 时，系 统 中 所

有质量点振动的相位相同，频率一致［１１］，此时有：

ｘｉ＝ｕｉｓｉｎ（ωｔ）， （２１）
其中：ω是系统的固有圆频率，ｕｉ代表第ｉ个质点

振幅。将式（２１）带入式（１）整理有：

１
ω２ ＝

Ｋ１ｕ１
Ｋ１ｕ１×

∑
４

ｊ＝１
Ｍｊ

Ｋ１
＋Ｋ２

（ｕ２－ｕ１）
Ｋ１ｕ１ ×

∑
４

ｊ＝２
Ｍｊ

Ｋ２
＋

Ｋ３（ｕ３－ｕ２）
Ｋ１ｕ１ ×

∑
４

ｊ＝３
Ｍｊ

Ｋ３
＋Ｋ４

（ｕ４－ｕ３）
Ｋ１ｕ１ ×Ｍ４Ｋ４

．

（２２）

式（２２）共有４项，每一项都由两部分组成，第
一部分是第ｊ级弹簧最大的弹性力与第一级弹簧

最大弹性力之比。第二部分为第ｉ个弹簧以及其

所承载的所有质量点的质量构成的一阶系统的圆

频率的平方倒数。式（２２）可以简化为：

１
ω２ ＝∑

４

ｉ＝１

ａｉ
ｐ２ｉ
， （２３）

其中：ａｉ＝
Ｋｉ（ｕｉ－ｕｉ－１）
Ｋ１ｕ１ ．

这 一 表 达 在 形 式 上 与 估 计 系 统 基 频 的

Ｄｕｎｋｅｒｌｅｙ公 式 非 常 相 近，但 增 加 了 一 项 系 数。

当系统在基频下运动到一侧极限位置时，根据牛

顿第二定律有：

Ｋｉ（ｕｉ－ｕｉ－１）＝ω′２１（Ｍｉｕｉ＋Ｍｉ＋１ｕｉ＋１＋…＋Ｍｎｕｎ），
则权值系数ａｉ可变换为：

ａｉ＝
∑
４

ｊ＝ｉ
ｕｊＭｊ

∑
４

ｊ＝１
ｕｊＭｊ

＜１． （２４）
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使用ａｉ修正一阶系统的圆频率，可得ｐ′ｉ 为：

ｐ′ｉ＝ｐｉ
ａ槡ｉ

． （２５）

３．４　特征向量估计

将使用Ｄｕｎｋｅｒｌｅｙ简化公式计算得到的带

入（２１）和（２３）式后，进行迭代，直至迭代稳定，此

时，特征值向量如表３所示。

表３　特征值向量列表

Ｔａｂ．３　Ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ　Ｖｅｃｔｏｒ　ｔａｂｌｅ

Ｘ向

振动

Ｙ 向

振动

Ｚ向

振动

Ｕ 向

振动

Ｖ 向

振动

Ｗ 向

振动

ｕ１ ０．１６　 ０．１７　 ０．２２　 ０．１４　 ０．１４　 ０．１１

ｕ２ ０．３９　 ０．４０　 ０．５３　 ０．３９　 ０．３９　 ０．２４

ｕ３ ０．６７　 ０．６８　 ０．９０　 ０．８１　 ０．８１　 ０．４５

ｕ４ １．００　 １．００　 １．００　 １．００　 １．００　 １．００

３．５　刚度计算

取１５Ｈｚ所对应的圆频率作为弹簧－质点 模

型的一个特 征 值，取φ作 为 特 征 值 向 量。同 时，
为匹配由表２确 定 的Ｋ４ 的 刚 度，给 定 特 征 值 向

量φ时，φ的第四项需重新表达为：

φ＝［ｕ１　ｕ２　ｕ３　Ｘ］Ｔ，

Ｘ＝ Ｋ４ｕ３
Ｋ４－ω２　Ｍ４

．

求解方程（４）有：

Ｋｉ＝λ
·Ｍｉ·ｕｉ＋Ｋｉ＋１·ｕｉ＋１－Ｋｉ＋１·ｕｉ

ｕｉ－ｕｉ－１
，

（２６）
其中：ｕ０＝０。

计算后可以得到刚度分配的初步结 果，如 表

４所示。
由表４可以看出，系统越靠近基础的 部 件 刚

度越高，符合结构刚度分布规律。另外，为照顾薄

弱环节，可通过特征值向量的微调实现刚度的重

新分配。刚度合理估计与分配后可以指导此后结

构设计。值得一提的是，刚度分配属于前期工作，

对系统进行粗略的简化及建模，并不能作为严格

的设计指标，相应的数值需要在后期详细设计中

不断修正。同样，刚度分配模型可以用来指导控

制系统的初步仿真和控制方案的选型，在控制系

统后期的设计中，需要以实际模型的实测参数建

立相对较精确的控制模型。

表４　刚度分配结果

Ｔａｂ．４　Ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ　ａｌｌｏｃａｔｉｏｎ　ｒｅｓｕｌｔｓ

Ｋｘ×１０８

／（Ｎ·ｍ－１）
Ｋｙ×１０８

／（Ｎ·ｍ－１）
Ｋｚ×１０８

／（Ｎ·ｍ－１）
Ｕ×１０８

／（Ｎｍ·ｒａｄ－１）
Ｖ×１０８

／（Ｎｍ·ｒａｄ－１）
Ｗ×１０８

／（Ｎｍ·ｒａｄ－１）

Ｋ１ ４．４９　 ４．４４　 ３．４０　 １３．６３　 １３．２４　 １０．６８
Ｋ２ １．７３　 １．７１　 １．３０　 ３．５３　 ３．４３　 ５．０６
Ｋ３ ０．８６　 ０．８５　 ０．５８　 ０．７９　 ０．７７　 ２．０３
Ｋ４ ０．３５　 ０．３６　 １．１５　 ０．４０　 ０．２０　 ０．２５

４　仿真分析

４．１　运动学模拟

使用以上实际作用质量及刚度分配结果在运

动学模拟软件 ＡＤＡＭＳ中建立弹 簧－质 点 模 型 如

４所示。其中模型中共包含５个质量点（Ｙｏｋｅ根

据结构划分为两个质量点），每个质量点含有６个

方向的自由度，所以模型中共使用了３０个弹簧进

行约束。
根据振动理论可知，系统模态数量与 自 由 度

数量相同［１３］。为此，在ＡＤＡＭＳ环境进行仿真求

解，系统前四阶振型如图５所示，系统前６阶模态

频率如表５所示。

图４　ＡＤＡＭＳ弹簧－质点模型

Ｆｉｇ．４　Ｍｏｄｅｌ　ｉｎ　ＡＤＡＭＳ

图５　简化模型前四阶模态振型

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅ　ｆｉｒｓｔ　ｆｏｕｒｔｈ　Ｍｏｄａｌ　ｓｈａｐｅｓ
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表５　简化模型前６阶模态频率

Ｔａｂ．５　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｆｉｒｓｔ　ｓｉｘ　ｍｏｄａｌ　ｓｈａｐｅｓ

模态 １　 ２　 ３　 ４　 ５　 ６

频率／Ｈｚ　１５．１　 １５．２　 １６．３　 １６．７　 １７．１　 １７．３

仿真结果显示，计算结果与刚度分配的初始条

件吻合良好。因此，上述实际作用质量阵和刚度分

配结果能够用来指导结构设计和控制设计。

４．２　驱动系统响应仿真

简 化 得 到 的 弹 簧－质 点 模 型 可 以 用 来 指 导

Ｒｏｔａｔｏｒ、Ｔｉｌｔ轴驱 动 设 计。其 中 式（３）代 表 的 二

阶系统可使用状态空间表达：
Ｘ＝ＡＸ＋ＢＵ，

Ｙ＝ＣＸ＋ＤＵ． （２６）
其中：Ａ、Ｂ、Ｃ和Ｄ 代 表 系 统 特 性 的 矩 阵，Ｘ 代 表

系统节点的位置或速度向量，Ｕ 代表 力 或 力 矩 的

输入向量，Ｙ代表系统的输出向量。

Ｒｏｔａｔｏｒ轴 驱 动 模 型 数 据 采 用Ｗ 向 振 动 模

型，其中质量属性如表１所示，刚度属性如表４所

示。在Ｓｉｍｕｌｉｎｋ中建立模型，将驱动位置的刚度

设为零（Ｋ１＝０），并进行线性系统仿真，传递函数

Ｂｏｄｅ图 如 图６所 示。为 模 拟 驱 动 系 统 特 性，

Ｒｏｔａｔｏｒ轴的转动自由度必须放开，所以Ｂｏｄｅ图

中 第 一 个 出 现 的 是 反 谐 振 点，并 紧 跟 一 个 谐 振

峰［１５］，谐振频率大约为１５．７Ｈｚ。

图６　Ｒｏｔａｔｏｒ轴驱动系统位置响应Ｂｏｄｅ图

Ｆｉｇ．６　Ｂｏｄｅ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　Ｒｏｔａｔｏｒ　ａｘｉｓｒｅｓｐｏｎｓｅ

Ｔｉｌｔ轴驱动 系 统 建 模 数 据 采 用 Ｕ 向 振 动 模

型，质量属性如表１所示，刚度属性如表４所示。

在Ｓｉｍｕｌｉｎｋ中建立模型，将驱动位置的刚度设为

零（Ｋ２＝０），并进行线性系统仿真，传递函数如图

７所示。Ｂｏｄｅ图中第一个出现的是反谐振点，并

紧跟一个谐振峰，谐振频率大约为１７．４Ｈｚ。

图７　Ｔｉｌｔ轴驱动系统位置响应Ｂｏｄｅ图

Ｆｉｇ．７　Ｂｏｄｅ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　Ｔｉｌｔ　ａｘｉｓｒｅｓｐｏｎｓｅ

５　结　论

为满足重量和刚度的指标性要求，首 先 需 要

合理地分配各部分的刚度，做到良好的刚度匹配，

避免刚度浪费；其次，优化结构和提高设计水平，

争取在现有的条件下设计出一个拥有优秀的比刚

度的三镜系统。本文通过适当的模型简化，利用

前期设 计 数 据 建 立 了 四 质 量 点 弹 簧－质 点 模 型。

根据振动力学，使用特征值反解的方法得到了简

化模型在６个广义方向上的刚度矩阵。简化模型

与计算结果将被用来指导后期的结构设计和控制

设计。使用有限元方法对分配结果进行了验证，

验证结果显 示，Ｍ３Ｓ各 部 分 刚 度 配 比 合 理，使 得

系统的基频能够达到１５．１Ｈｚ，满足设计要求。

本文方法对于大口径望远镜刚度设计具有重

要的指导意义。
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