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低预紧扭矩螺栓连接悬臂梁的２倍谐振响应
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摘要：为准确获得光电设备中螺栓连接对系统结构动态响应特性的影响，研究了装配连接环节导致的非线性振动特性。

采用单螺对栓连接悬臂梁模型，对螺栓连接引起的结构振动特性的改变进行了研究和实验。利用接触有限元方法对低

预紧扭矩下结构非线性振动特性进行了时域数值积分仿真分析，给出了不同激励量级周期受迫激励下的相轨迹曲线；结

合快速傅里叶分析方法，指出此模型在低预紧扭矩下存在１／２频率激励下的谐振现象。基于激振器实验，给出了实验自

由振动响应幅值和受迫振动响应幅值的变化，证实了仿真结果的准确性。数值仿真和激振器实验均表明：激励量级越

大，螺栓连接引起的非线性振动中自由振动分量对结构动态响应的影响越大。该方法对开展后续连接结构的非线性振

动特性的研究有指导意义。
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１　引　言

光机结构的连接主要以螺栓连接为主。在预
紧力作用下由于接触面积变化和接触应力变化因

素的存在［１］，螺栓连接引起局部非线性刚度和阻
尼变化［２］。在外部周期激励载荷作用下，螺栓接
触界面运动状态主要以局部接触和分离为主［３］。
螺栓连接结构属于典型非线性振动系统［４］。
非线性振动系统存在迟滞、分叉、谐波响应等

诸多和线性系统所不同的特性［５］。Ａｂｄｅｌｈａｆｅｚ利
用多尺度方法对２次以及３次非线性系统在多频
激励载荷下的谐振响应进行了分析［６］。Ｚｈｏｕ等
人利用ＩＨＢＭ方法车辆结构进行了分析，指出谐
振峰值随着激励峰值的减少而降低［７］。由于螺栓
连接引入的边界条件非线性，结构亦存在如上响
应特性。Ｉｗａｎ［８］最早利用弹簧和阻尼单元来表
征停滞与滑动现象 （Ｓｔｉｃｋ－ｓｌｉｐ　Ｐｈｅｎｏｍｅｎｏｎ）。

Ｈａｓｓａｎ［９］等给出的据实验构造的解析模型中，结
构非线性项和位移呈 ３ 次关系。Ｇａｕｌ以及

Ｉｂｒａｈｉｍ［１０］结合改进的Ｉｗａｎ模型分析了螺栓连
接搭接梁模型在不同载荷下的迟滞循环现象

（Ｈｙｓｔｅｒｅｓｉｓ　Ｌｏｏｐ），指出激励载荷增加，结构呈
现非线性刚度渐软特性。Ｈａｍｉｄ等通过实验分

析梁模型（Ｆｒｅｅ－Ｆｒｅｅ　ｂｅａｍ／Ｍｏｄａｌ　Ｗｉｔｈ　ａ　Ｌａｐ
Ｊｏｉｎｔ），结构在小激励量级下滑动（Ｓｌｉｐｐｉｎｇ）贡献

主要非线性因素；在较大激励量级下，拍击
（Ｓｌａｐｐｉｎｇ）占据主要影响地位［１１］。崔进行悬臂梁

模型在受迫振动下试验，激励频率为自振频率的

整分数倍时结构谐波分量较为明显［１２］。受螺栓

连接部位非线性恢复力以及阻尼的影响，非线性

项对结构动态响应的调节作用影响结构稳定性；

在小激励幅值下结构可能产生较大的响应；非伺

服频段的激励带来的噪音影响结构的稳定性，从

而影响光学系统精确度；部分外载荷激励条件下

结构甚至出现失稳现象［１３－１８］。

利用实验数据结合Ｉｗａｎ模型进行解析模型

建模的方法较为准确的表征了结构动态响应特

性，仍然是实际模型的低阶近似。为准确获得螺

栓连接对结构动态响应特性的影响，螺栓连接结

构的准确数值分析对于工程实践有着重要的指导

意义。本文分两部分对螺栓连接结构进行分析。

第一部分利用对单螺栓连接悬臂梁模型进行时域

仿真分析以及频域的后处理分析。第二部分结合

激振器实验，给出了实验自由振动响应幅值和受

迫振动响应幅值的变化，证实了仿真结果的准

确性。

图１　网格划分示意图

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ａｂｏｕｔ　ｍｅｓｈｉｎｇ

２　低预紧载荷下的仿真

２．１　模型定义
上悬臂梁板尺寸为２１０ｍｍ×４０ｍｍ×５ｍｍ，

中间通孔直径为１２ｍｍ。底部支撑板尺寸为

４０ｍｍ×４０ｍｍ×１２ｍｍ。采用 Ｍ１０螺栓连接上
悬臂梁板和底座。材料密度为７　８００ｋｇ／ｍ３，杨氏
模量为２．０５×１０１１　Ｎ／ｍ２，泊松比为０．３。螺栓预紧
力定义为１００Ｎ。约束底座底边。分别定义上悬
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臂梁板和螺母、上悬臂梁和底座、底座和螺栓之间
接触。接触摩擦系数设为０．１。采用３Ｄ－Ｂｏｌｔ实
体单元（正六面体单元）对螺栓和螺母单元进行网
格划分，确保螺母和悬臂梁板、悬臂梁板和底座接
触区域网格正确映射划分。在大变形小应变情况
下进行结构的变形计算。定义Ｚ方向为螺栓中
心方向，Ｘ方向为沿悬臂梁板长度方向，Ｙ 方向按
照右手螺旋法则确定。载荷激励平行于螺栓中心
轴方向。载荷加载状况以及接触定义如图１
所示。

表１　单元划分

Ｔａｂ．１　Ｅｌｅｍｅｎｔｓ　ｄｉｖｉｓｉｏｎ

类别 螺栓 悬臂梁 底座

数量 １２　８９１　 ６　３８３　 ８　３９６

２．２　第一阶共振频率的计算
频单点载荷激励强迫振动的方式进行时域响

应分析，结合傅立叶变换对响应结果进行采样并
分析。构造步进正弦线性扫频载荷形式［１９］：

Ｆ（ｔ）＝ＦＮｓｉｎ　２×π×αｔ＋２×π×１２βｔ（ ）２ ，（１）
式中：α为起始频率；α＋β×ｔ为截至频率。ｔ为时
间范围。计算中，采样频率按照样本信号最大频
率的２倍也即奈奎斯特频率进行选取。采用傅立
叶变换的频率分辨率：

ｆ０＝ｆｓ／Ｎ＝１／ＮＴｓ＝１／Ｔ， （２）

式中：Ｎ 为采样点数，ｆｓ 为采样频率，Ｔｓ 为采样
间隔，ＮＴｓ为采样前模拟信号的时间长度Ｔ。

图２　１２０～１６０Ｈｚ扫频载荷激励下Ｂ点时间－位移曲线

Ｆｉｇ．２　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ－ｔｉｍｅ　ｃｕｒｖｅ　ｏｆ　ｐｏｉｎｔ　Ｂｕｎｄｅｒ　ｓｗｅｅｐ
ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ　ｂｅｔｗｅｅｎ　１２０—１６０Ｈｚ

图３　１２０～１６０Ｈｚ扫频载荷激励下Ｂ点幅频特性曲线
Ｆｉｇ．３　ａｍｐｌｉｔｕｄｅ－ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ　ｃｕｒｖｅ　ｏｆ　ｐｏｉｎｔ

Ｂｕｎｄｅｒ　ｓｗｅｅｐ　ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ　ｂｅｔｗｅｅｎ　１２０—１６０Ｈｚ

在图１中Ａ施加步进正弦扫频载荷，起始和
截至频率分别为１２０Ｈｚ以及１６０Ｈｚ。采样频率
为５　０００Ｈｚ，计算时长取０．６ｓ情况下频率分辨
率为１．６７Ｈｚ。对频域结果分析时先进行均值滤
波。快速傅立叶分析幅值结果均进行归一化处理。
单悬臂梁板扫频分析结果为ｆ０Ｎ＝１３９．２０Ｈｚ。

２．３　超谐共振响应计算仿真
１／２频率激励下振动特性受外载荷激励幅值
大小的影响，在图１所示激励点Ａ施加简谐载荷
Ｆ＝ＦＮｓｉｎ（２×π×ｆ×ｔ），计算结构采样点Ｂ在Ｚ
方向位移响应和速度响应。
图４所示为ＦＮ＝１Ｎ，ｆ＝ｆ０Ｎ／２＝６９．９Ｈｚ载

荷作用于图１中Ａ点下的采样点Ｂ 的Ｚ 向位移－
时间响应曲线；图５所示为其频谱图，图６为Ｂ
点的相图。由图３可知，稳定状态下，结构的响应
以ｆ＝ｆ０Ｎ／２的受迫期振动响应。此模型中悬臂
梁主要接触区域是梁底部和底座接触，属于单向
接触，小载荷作用下结构响应主要受梁－底座之间
的接触碰撞影响。因此，相平面轨迹线的分叉点
位于相图左侧且相轨迹线呈现单侧非对称状态。

图４　ＦＮ＝１Ｎ，ｆ＝ｆ０Ｎ／２时间－位移响应
Ｆｉｇ．４　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｔｉｍｅ　ｃｕｒｖｅ　ｏｆ　ＦＮ＝１Ｎ，ｆ＝ｆ０Ｎ／２
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图５　ＦＮ＝１Ｎ，ｆ＝ｆ０Ｎ／２幅频特性曲线
Ｆｉｇ．５　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｃｕｒｖｅ　ｏｆ　ＦＮ＝１Ｎ，ｆ＝ｆ０Ｎ／２

图６　ＦＮ＝１Ｎ，ｆ＝ｆ０Ｎ／２相图
Ｆｉｇ．６　ＦＮ＝１Ｎ，ｆ＝ｆ０Ｎ／２

（ａ）ＦＮ＝５Ｎ

（ｂ）ＦＮ＝１０Ｎ

（ｃ）ＦＮ＝２０Ｎ
图７　ｆ＝ｆ０Ｎ／２载荷幅频特性曲线及相图

Ｆｉｇ．７　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｃｕｒｖｅ　ａｎｄ　ｐｈａｓｅ　ｄｉａｇｒａｍｓ　ｏｆ　ｆ＝ｆ０Ｎ／２
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　　图７（ａ）中，在ＦＮ＝５Ｎ载荷作用下，相轨迹
线呈现不稳定状态。Ｈ（ｆ０Ｎ）开始超过 Ｈ（ｆ０Ｎ／２）
处响应幅值。ＦＮ＝１０Ｎ时，从图７（ｂ）可以看出，
相轨迹线分叉点右移，响应主要以频率ｆ０Ｎ／２下
自由振动为主。外载荷继续增大到ＦＮ＝２０Ｎ
时，相轨迹线分叉点继续右移，此时稳定状态下结
构仍旧以ｆ０Ｎ／２频率下的自由振动解为主，但是
内部吸引子右移。从表２中响应幅值来看，自由
振动解幅值随着外载荷的增大而变大。Ｈ（ｆ０Ｎ）／

Ｈ（ｆ０Ｎ／２）随激励载荷增大而变大，即非线性项对
系统响应的调节作用随着激励幅值的变化而

变大。

表２　数值仿真不同载荷下的响应振幅

Ｔａｂ．２　ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ａｍｐｌｉｔｕｄｅ　ｕｎｄｅｒ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

ＦＮ＝１　 ＦＮ＝５　ＦＮ＝１０　ＦＮ＝２０

Ｈ（ｆ０Ｎ／２＝６９．６１） ５２．６２　 ２８４．０７　５５３．０３　１　０５３．９９

Ｈ（ｆ０Ｎ＝１３９．２１） ２９．２８　 ３４４．３１　１　３１１．６５　２　７５７．３５

Ｈ（ｆ０Ｎ）／Ｈ（ｆ０Ｎ／２） ０．５６　 １．２１　 ２．３７　 ２．６１

４　单悬臂梁板的谐振实验现象验证

４．１　实验系统组成

系统由实验器件、加速度传感器、振动功率放
大器、数据采集和控制系统、激振器组成。数据采

集控制系统为ＹＭＣ　９２３２Ｄｙｎａｍｉｃ　Ｄａｔａ　Ａｃｑｕｉｓｔｉｏｎ
Ｓｙｓｔｅｍ，加速度传感器为三轴加速度传感器，Ｚ方
向灵敏度为５．１８ｍＶ／ｍ／ｓ２。功率放大器采用

ＹＭＣ－ＬＡ－５００型号线性功率放大器，满功率频率
为２０～５ｋＨｚ。激振器采用 ＹＭＣ公司 ＭＳ－２００
系列激振器，最大振幅１０ｍｍ，激励频率为ＤＣ－０－
４　０００Ｈｚ。实验器件由 Ｍ１０的外六角螺栓（ＤＩＮ

９３３－１９８７）将２１０ｍｍ×４０ｍｍ×５ｍｍ的单悬臂
梁板和固定底座（三维尺寸为９０ｍｍ×４０ｍｍ×

２４ｍｍ）连接，底座利用４个 Ｍ６的内六角螺栓全
螺纹螺栓固定于光学平台上。利用 Ｍ５的双头螺

纹杆连接悬臂梁板和激振器。利用生胶带填充双
头螺纹杆和激振器以及双头螺纹杆和悬臂螺纹孔

之间的缝隙，同时上下各用２个 Ｍ５的六角螺母
实现限位防松。实验预紧扭矩取０．２。材料为４５
号钢。实验系统如图８所示。

图８　测量系统示意图

Ｆｉｇ．８　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｄｉａｇｒａｍ　ａｂｏｕｔ　ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ　ｓｙｓｔｅｍ

图９　测试系统

Ｆｉｇ．９　Ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ　ｓｙｓｔｅｍ

４．２　实验结果
利用线性扫频的方式，控制初始和终止频率

幅值激励电压幅值ＦＥ＝３００ｍＶ。扫频区间选用

２００～２　４００Ｈｚ扫频，扫频时间取ｔ＝２００ｓ，采样
频率取ｆｓ＝１０　０００ Ｈｚ。利用振动分析平台

ＹＭＣ９８００软件对传感器Ｚ方向采样得到的加速
度信号进行幅频特性分析，块长Ｎ＝８Ｋ，谱线数
为Ｍ＝３　２００；窗函数选取平顶窗以便降低幅值分
析误差；平均方法采用峰值保持方法。频率分辨
率为ｆｓ／２．５６×（ ）Ｍ ＝１．２２Ｈｚ。实验激励量级
的变化通过调节激励幅值实现。为保持实验结果
稳定性，功率放大器增益在试验中保持不变。图

１０（ａ）是在扫频激励下的幅频特性曲线，结构在

ｆ０Ｅ＝６２１Ｈｚ谐振，谐振峰值Ｈａ（ｆ０Ｅ）＝１８．０３ｍ／ｓ２。
图１０（ｂ）是激励频率ｆ＝ｆ０Ｅ／２，激励量级为ＦＥ＝
３００ｍＶ下的幅频特性曲线，响应幅值Ｈｂ（ｆ０Ｅ／２）

＝０．４６０　９ｍ／ｓ２，Ｈｂ（ｆ０Ｅ）＝０．２９８　８ｍ／ｓ２。图

１０（ｃ）和图１０（ｄ）分别是激励频率ｆ＝ｆ０Ｅ／２，激励
量级为 ＦＥ ＝６００ｍＶ，９００ｍＶ 下的幅频特性
曲线。
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（ａ）扫频实验快速傅立叶分析结果
（ａ）ＦＦＴ　ｒｅｓｕｌｔ　ａｂｏｕｔ　ｓｗｅｅｐ　ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

　 （ｂ）ＦＥ＝３００ｍＶ幅频特性曲线
（ｂ）Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｏｆ　ＦＥ＝３００ｍＶ

（ｃ）ＦＥ＝６００ｍＶ幅频特性曲线
（ｃ）Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｏｆ　ＦＥ＝６００ｍＶ

　 （ｄ）ＦＥ＝９００ｍＶ幅频特性曲线
（ｄ）Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｏｆ　ＦＥ＝９００ｍＶ

图１０　ｆ＝ｆ０Ｅ／２

Ｆｉｇ．１０　ｆ＝ｆ０Ｅ／２

表３　不同激励电压量级幅值响应

Ｔａｂ．３　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ　ｒｅｓｐｏｎｓｅ　ｔｏ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ　ｖｏｌｔａｇｅ

幅值／ｍ／ｓ２　 ＦＥ＝３００ｍＶ　ＦＥ＝６００ｍＶ　ＦＥ＝９００ｍＶ

Ｈ（ｆ０Ｅ／２） ０．４６　 １．０１　 １．７０

Ｈ（ｆ０Ｅ） ０．３０　 ０．７７　 １．４０

Ｈ（ｆ０Ｅ）／Ｈ（ｆ０Ｅ／２） ０．６５　 ０．７６　 ０．８２

ｆ０Ｅ／２处的幅值响应Ｈ（ｆ０Ｅ／２）和ｆ０Ｅ 处的幅值

响应Ｈ（ｆ０Ｅ）如表３所示。由表３可知，幅值比

Ｈ（ｆ０Ｅ）／Ｈ（ｆ０Ｅ／２）随着激振量级ＦＥ 的增大而变

大。当ｆ＝ｆ０Ｅ／２，激振量级越大，由受迫振动引起

的超谐响应幅值越大；ＦＥ 线性增大时，Ｈｉ（ｆ０Ｅ／２），

ｉ＝ｂ，ｃ，ｄ亦线性变化，而响应增量Ｈｉ（ｆ０Ｅ），ｉ＝ｂ，

ｃ，ｄ非线性变化且增大。系统中由于非线性项的

调节，使得由受迫振动引起的２倍于激励频率的

自由振动解不会衰减，而是以稳定的相位和幅值

参与系统的振动；系统响应成为包含两种稳定频

率的周期振动。

实验结果模型由于激振器连接杆的影响，悬臂

梁的形式发生改变。因此，悬臂梁的第一阶共振频

率和仿真中有所差别。但螺栓对于系统的影响和

文中有限元数值仿真结果相似：结构在不同幅值的

外载荷激励下，受迫振动和由于非线性项引起自由

振动解的幅值比变化规律相同，如图１１所示。
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（ａ）数值仿真
（ａ）Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ

　 （ｂ）激振器实验
（ｂ）Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ

图１１　不同激励量级下Ｈ（ｆ）／Ｈ（ｆ／２）的变化曲线

Ｆｉｇ．１１　Ｃｕｒｖｅ　ａｂｏｕｔ　Ｈ（ｆ）／Ｈ（ｆ／２）ｕｎｄｅｒ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

６　结　论

本文利用非线性时域有限元数值方法以及激

振器实验分析了低预紧扭矩螺栓连接悬臂梁模型

的受迫振动，并得出如下结论：利用接触问题的有
限元时域仿真算法，对预紧力载荷作用下螺栓连
接结构构建有限元模型可以准确分析螺栓连接结

构的非线性振动特性。对比激振器实验，数值仿

真对螺栓连接结构在不同外载荷下振动形式的改

变做出了准确的分析。相比于线性低阶近似，此
方法更为准确的反映了结构的实际动态响应特

性。螺栓连接结构悬臂梁结构的周期受迫振动，存
在较明显的超谐共振现象。数值仿真和激振器实
验均表明外激励载荷幅值越大，这种非线性振动现
象越明显，同时振动相图模式发生明显的改变。当
周期激励幅值达到一定程度后，螺栓连接结构出现
谐共振。表现出较强的非线性振动现象。
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