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摘 要: 本文利用非线性随机微分方程来合成间歇混沌信号，针对该信号表现出的 1 / f 噪声特征，在不同消失
矩的小波基下进行相关特性分析．仿真结果发现，在功率谱的中间频段内，该信号的功率谱密度表现出典型的 1 / f 噪
声特性，其小波变换系数方差与相应的小波尺度呈对数线性关系;且在该频段内，部分尺度下该间歇性信号的小波变

换系数的相关性随小波基的消失矩的增大而减小，在另一部分尺度下该相关性则随着消失矩的增大而增大．实验结果
表明，随小波消失矩的增大，并非在所有尺度下小波变换对该间歇性信号均具有去相关作用．论文讨论了小波变换系
数的方差和尺度的关系，详细分析了小波变换系数的相关性随小波消失矩的变化趋势．
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Abstract: In this paper the nonlinear stochastic differential equation is used to generalize an intermittency signal，and
the correlation of its 1 / f noise characteristics under the wavelet bases with different vanishing moments are analyzed． The
simulation results show that in the middle band of the frequency spectrum，its power spectrum density ( PSD) shows typical
1 / f noise characteristics，and the relationship of the signal’s wavelet transformation coefficient variance and the correspond-
ing wavelet scale is linear under logarithm coordinate． In this frequency band，under some scales the signal’s wavelet trans-
formation coefficient correlations decrease with the vanishing moments growing，while in other scales，the correlations in-
crease with the vanishing moment increasement． These results indicate that wavelet transformation does not always bring
decorrelation to the intermittency signal． The relationship of the wavelet transformation coefficients’variances and the scale，
and the tendency of coefficients’correlations with wavelet vanishing moments changing are analyzed．
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1 引言
1 / f 噪声，也称为粉红噪声，是广泛存在于自然界

中的一种非平稳随机过程［1］，功率谱密度( Power Spec-
tral Density，PSD) S( f) 呈现出 S( f) ～ A / f β ( 0 ＜ β ＜ 2，β
一般接近 1) 的形式的随机过程都可以认为是 1 / f噪声．
1925 年 J B Johnson首次在真空电子管中发现了 1 / f 噪

声［2］，随后人们在半导体器件中也发现了 1 / f 噪声的存
在，不仅如此，在很多系统中都能观察到 1 / f 噪声，例如
生物，物理，音乐，医学，股票，自然灾害等［2 ～ 8］． 虽然对
1 / f噪声的研究至今已有 60 年左右，但是对于 1 / f 噪声
的具体产生机制依旧没有一个确切的定论，现存的一

些关于 1 / f噪声的模型往往也只能在某些系统中适用．
然而对于 1 / f噪声特性的研究依然是一个十分热门的
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领域，特别是近年来人们发现半导体器件中产生的 1 / f
噪声的特性与器件的质量和可靠性有着密切的关系，

通过测量和研究半导体器件的 1 / f 噪声特性可以成为
一种有效评估半导体器件性能及其可靠性的无损检测

手段［9，10］． 1 / f噪声的长程相关性作为其重要特性之一，
其研究也具有十分重要的学术意义和应用价值．
随着非线性科学中混沌理论的建立和应用［11，12］，

人们发现混沌理论中存在一种间歇混沌( intermittency)
也可以产生 1 / f噪声［13］．相比传统的合成法，利用间歇
混沌来合成 1 / f噪声的频率指数可调性更强，同时能在
很宽的频域内表现出 1 / f 噪声特性． 间歇混沌，是系统
从规则有序转变到混沌状态的一种中间态，即系统时

而表现出有序时而表现出随机混沌的一种状态． 通常
当系统的某些参数的变化突破某一临界值时，间歇混

沌就出现了． 最早 Pomeau 和 Manneville 提出了三种混
沌间歇模型［14］，后来相继出现了诱发激变型间歇混沌

( crisis-induced intermittency) ［15］，含有不变子空间的非
线性动力学系统中的 on-off 型间歇混沌［16，17］等． 最近，
又提出了用非线性随机微分方程( Stochastic Differential
Equations，SDEs) 产生间歇混沌以获取 1 / f 噪声信号的
方法［18 ～ 21］． 文献［21］中 Ｒuseckas 将 SDEs 结合非线性
动力学系统，发现当横截 L ( Lyapunov) 指数为零时，偏
离不变子空间的偏移量的 PSD 能在较宽的频带内表现
出 1 / f β的特征．本文利用 Ｒuseckas 提出的方法合成间
歇混沌信号，并利用小波变换对该合成信号进行分析，

发现在表现出 1 / f 噪声特性的频段内所对应的尺度与
小波变换系数的方差呈对数线性关系; 同时，并非所有

尺度下小波变换对其均具有去相关性，仅在一部分尺

度下，该合成信号的小波变换系数的相关性随小波基

的消失矩的增大而减小，而在另一部分尺度下该相关

性则随着消失矩的增大而增大．此外，当小波基消失矩
一定时，小波变换系数的相关性均随尺度的增大而增

大．论文针对这种方法合成的 1 / f 噪声信号的上述特征
进行了详尽的分析．

2 理论方法
2. 1 1 / f噪声信号的间歇混沌合成
对于一个有如下结构的二维映射［16］

xn + 1 = F( xn ) ，yn + 1 = G( xn，yn ) ( 1)
对xn 都有 G( xn，0) ≡0，因此 y = 0 代表一个不定子空
间． yn 代表偏移不定子空间的偏移量．一般驱动变量 xn

是混沌的，横截 L指数为

λ⊥ = lim
N→∞

1
N ∑

N

n = 1
ln G( xn，y)

y y = 0

( 2)

当横截 L 指数为 0 时，意味着G( xn，y) /y y = 0 = 1. 构
造一个最简的满足条件的映射 G( xn，yn ) ，有如下形式

G( xn，yn ) = yn 1 + g( xn ) yn
η( )－ 1 ( 3)

考虑到 g( xn ) 是一个具有不确定递推关系的离散序列，

用 wn 代换 1 + g( xn ) yn
η( )－ 1 得到

yn + 1 = wnyn， η ＞ 1 ( 4)
将式( 4) 两边取对数得到

sn + 1 = sn + zn ( 5)
其中 sn = lnyn，zn = lnwn，产生间歇性的临界条件为〈z〉
= 0. 考虑到 yn 和 sn 之间的高度非线性关系能够产生
间歇性，因此引入 q指数，定义如下

exq = x 1 －( )q( )+ 1
1

1 － q ( 6)
此时 yn + 1 = esn + 1η ，其中 sn + 1 = lnη y( )n + zn，最终可以得到

yn + 1 = e( lnη( yn) + zn)
η = ( y1 － η

n + ( 1 － η) zn )
1

1 － η ( 7)
q指数也具有高度非线性关系，因此式( 7 ) 也同样能够
产生混沌间歇性［17］．由 q指数的定义式可以看出，当 sn
趋于 1 / ( η － 1) 时，eη

sn趋于无穷大，此时 yn 的值是不可

测的，即 y1 － η
n + ( 1 － η) zn 不能趋于 0. 但是，引入一个

反馈机制可有有效避免这个问题． 考虑当 η = 3 时，此
时 x = 1 / ( η － 1) = 0. 5，因此在 0. 5 处引入反馈，即

sn + 1 = 0. 5 － sn + zn － 0. 5 ( 8)
式( 7) 可转化为

yn + 1 =
1

1
y2n

－ 2z槡 n

( 9)

其中，变量 zn 的计算由下式给出

zn =
〈( z －〈z〉) 2〉
〈( x －〈x〉) 2槡 〉

xn －〈x( )〉 +〈z〉 ( 10)

理论上当〈z〉= 0 时，就能产生间歇性，这里取〈z〉= 9 ×
10 －4，略大于 0 同时远远小于变量 zn 的标准差，这样就
确保了一定能产生间歇性，方差〈( z －〈z〉) 2〉= 1，迭代
驱动变量 xn 采用帐篷映射如下

xn + 1 =
2xn， 0≤xn≤

1
2

2 － 2xn，
1
2 ≤xn≤{ 1

( 11)

其中〈x〉= 0. 5，〈( x －〈x〉) 2〉= 1 /12，通过式 ( 9 ) ～
( 11) 迭代 n － 1 次后，就能产生长度为 n 的间歇性信
号，由 SDEs产生的信号的 PSD具有 1 / f β特性的部分的

频率指数 β可由下式得到［18，21，22］

β = 1 + ν － 3
2( η － 1) ( 12)

这里 ν = η = 3，计算得 β = 1.
2. 2 1 / f噪声信号的小波系数相关性

1 / f噪声在空间上具有分形特征，即自相似性，在
时间上又具有长程相关性，信号中的每一点都蕴含着

丰富的信息．对于常用分析信号谱的方法，比如傅里叶
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变换，在积分的过程中，可能丢失信号畸变点、突变点的
大量信息，这将影响分析结果并得到不准确的结论．在
以往分析信号的诸多方法中，应用比较广泛的小波分

析，是一种十分有效地时频分析方法，且小波变换的多

尺度特性，能准确的捕捉突变点的信息，其次小波也具

有自相似性，这些特点使得小波比较适合用于分析 1 / f
噪声的特性．因此合成间歇混沌信号之后，我们用不同
消失矩的小波基对该信号进行小波分析． 小波变换采
用最常见的二进制小波变换，设 1 / f 噪声信号 y ( t ) ，
y( t) ∈L2 ( Ｒ ) ，其小波变换系数的方差和尺度的关
系为［23］

Var( ym
k ) = σ

22 － βm ( 13)

其中 ym
k = ∫

∞

－∞
y ( t) ψm，k ( t) dt ( k，m∈Z) ，谱常量 σ2 =

∫
∞

－∞

σ2
x

2πf β Ψ( 2πf) 2df，ψ ( t) 为小波基函数，ψm，k ( t )

= 2m/2ψ ( 2mt － k) ，m 为尺度因子，k 为平移因子． 从式
( 13) 可以看出，在对数坐标系下，小波变换系数的方差
与尺度 m呈线性关系． 而在同一尺度 m 下小波变换系
数的相关函数

E［xm
k x

m
k'］ = 2 －mβ

2π ∫
∞

－∞

σ2
x

ωβ Ψ( ω) 2 e －j( k－k') ωdω ( 14)

如果小波基具有 N阶消失矩［23］，即
Ψr ( ω) = 0， r = 0，1，2，…，N － 1 ( 15)

此时 ω是 Ψ( ω) 的 N阶零点，记为 Ψ( ω) = ωNΨ0 ( ω)
代入式( 14) 可进一步得到

E xm
k x

m
k

[ ]
' =

σ2
x2

－mβ

π ( k － k') 2N－β+1

·∫
∞

－∞
ω

2N－β

Ψ0 (
ω

k － k')
2

e －jωdω ( 16)

N为小波消失矩，从式( 16) 可以看出当频率因子 β，k －
k'和尺度 m一定，且满足 2N + 1 ＞ β时，E和消失矩 N的
关系主要由( k － k') 2N － β + 1和 |ω | 2N － β两项决定，随着消失

矩的增大，( k － k') 2N － β + 1项使得相关性 E 减小，然而
|ω | 2N － β项则会使相关性 E 增大，即 E 的变化趋势主要
受( k － k') 2N － β + 1和 |ω | 2N － β两项权重的影响．

3 仿真实验结果

利用迭代公式 ( 9 ) 产生长度 n = 223的间歇信号 yn

如图 1 所示，其中图 1 ( a) 为时域波形，图 1 ( b) 为信号
yn1000 个 PSD进行平均的结果．从图 1 ( a) 可以看出生
成的信号是稳定和爆发态交替出现的，说明生成的信

号具有间歇混沌信号的典型特征． 从图 1 ( b) 中可以看
出平均 PSD 在中间很宽的一段频率范围内表现出 1 / f
噪声的特性，其大概频率范围为10 －5 f10 －1. 5，图中

的虚线部分则为该频段范围的线性拟合曲线，斜率 k =

－ 0. 977，这与之前理论部分计算的 β = 1 相当接近，说
明生成的间歇性信号是正确的，且在中间频段内表现

出了我们所需要的 1 / f噪声特性．

对 yn 进行小波变换，获得不同尺度下小波系数的

方差 Var( ym
k ) 的对数值与尺度 m的关系，其中利用 db1

( Daubechies1 ) 小波的计算结果如图 2 所示，其中虚线
为尺度 5≤m≤19 范围内的拟合曲线．从图 2 中可以看
出在尺度 m∈［5，19］时，方差的对数和尺度呈线性关
系．将这部分尺度等效换算成频率，即 fm = f0 /2

m，其中 f0
为小波中心频率，小波变换使用的是 db1 小波，故中心
频率约为 0. 9961，当尺度 m = 5 时，f5 = 10

－1. 5，同理可算

出 f19 = 10
－5. 7 ．即在10 －5. 7 f10 －1. 5频段内，小波系数

的方差在对数坐标下与尺度 m 满足线性关系，再结合
图 1( b) ，yn 的功率谱密度中表现出 1 / f 噪声特性的频
段10 －5f10 －1. 5，可以看出两频段之间有较好的契合

性，这也与理论部分推导的 1 / f 噪声的小波变换系数方
差( 对数坐标) 与尺度 m 呈线性关系相一致． 上述计算
结果表明该信号仅在此频段内具有 1 / f噪声的特征．
为了分析小波变换对间歇性信号产生的 1 / f 噪声

的相关性的影响，在具有不同消失矩的 db 小波基下对
该间歇性信号 yn 做二进小波变换得到相应的小波变换

系数，然后对所得小波变换系数做自相关运算，由于计

算机内存的限制，消失矩 N取 1 ～ 9. 为了表征相关函数
序列整体相关性的大小，计算相关性函数序列的最大
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值 E，通过式 ( 16 ) 即可获得不同尺度下 E 与所选小波
基的消失矩 N 的关系． 从所有尺度中选取部分尺度下
的结果如图 3 所示，其中图 3 ( a) 为 m = 12，17 的结果，
图 3( b) 为 m = 6，7 的结果，内嵌图分别为所对应曲线的
放大图．从图 3( a) 中可以看出，相关性 E随着消失矩 N

的增大而呈缓慢下降的趋势，且下降的趋势越来越小．
说明在尺度 m = 12，17 下小波变换具有去相关性的作
用．而从图 3( b) 中可以看出，当 m = 6 时，相关性 E先随
着消失矩 N 的增大而迅速下降随后有略微增大的趋
势，但增大的程度十分微弱，整体仍然呈现相关性减小

的趋势;而当 m = 7 时，相关性 E 随着消失矩 N 的增大
而逐渐增大，此时小波变换具有增强相关性的作用．计
算结果显示，在尺度: 1、3、4、5、6、8、10、12、17、18、21 下，
相关性随消失矩的增大而减小; 而在尺度: 2、7、9、11、
13、14、15、16、19、20、22、23 下，相关性随消失矩的增大
而增大．图 3 现象可由式( 16) 进行解释，尺度 m = 6，12，
17 下的积分项系数对相关性的影响起主要作用，而在
尺度 m = 7 下的积分项对相关性的影响起主要作用．上
述现象表明，在部分尺度下小波变化系数的相关性 E
随消失矩 N的增大而减小，即小波变化对 1 / f 噪声具有
去相关性的作用，而在另一些尺度下小波变化系数的

相关性 E又随着 N 的增大有增大的趋势，所以并非在
所有尺度下小波变换对该间歇性信号产生的 1 / f 噪声
均具有去相关性的作用．此外，当消失矩 N 固定时小波
变换的尺度 m 越大，对应的小波系数之间的相关性 E
越大，这是由于在小波空间分解 1 / f 类分形信号，大尺
度对应其低频部分的小波变换系数，而根据 1 / f 类分形
信号的频谱定义式( 1 ) ，频率越低 1 / f 类分形信号的强
度越大，故大尺度下的小波变换系数之间的相关性就

越大．

4 结束语
本文对非线性随机微分方程产生的间歇性信号的

1 / f特性进行了分析，仿真实验首先利用随机微分方程
合成间歇性信号，其功率谱密度在中间较宽的频段范

围内表现出了 1 / f噪声的典型特性．然后采用不同消失
矩的小波基对该间歇性信号进行小波变换，分别计算

了不同尺度下小波变换系数的相关性和方差，结果显

示，间歇性信号的 PSD表现出 1 / f噪声特性的频段内所
对应的尺度与小波变换系数方差的呈对数线性关系;

此外在一部分尺度下该间歇性信号的小波变换系数的

相关性随小波基的消失矩的增大而衰减，在另一部分

尺度下该相关性则随着消失矩的增大而增大，证明了

小波变换并非在所有尺度下对该间歇性信号产生的 1 / f
噪声均起到去相关性的作用．此外，当小波基消失矩一
定时，小波变换系数的相关性均随尺度的增大而增大．
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