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摘要：本文主要研究了椭圆弧柔性铰链刚度的优化设计方法。首无，针对椭圆弧柔性铰链刚度计算公式过于复杂的问题，

采用幂函数非线性曲线拟合的方法，推导了椭圆弧柔性铰链刚度的近似理论计算公式。然后，基于近似理论计算公式，分

析了柔性铰链的精度特性及工作时的最大应力；采用ＧｌｏｂａｌＳｅａｒｃｈ全域优化指令和Ｆｍｉｎｃｏｎ局域优化指令对椭圆弧柔性铰

链工作方向的最大刚度进行了优化设计。最后，采用有限元仿真和实验验证的方法证实近似理论计算公式的适用性和优

化结果的可靠性。验证显示：实验结果与近似理论计算结果的相对误差小于５％，表明提出的方法不仅省去了繁杂的有限

元模型建立以及计算和修改的过程，大大提高了设计效率；而且通过优化计算可以得到椭圆弧柔性铰链的最大刚度。
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１　引　言

柔性铰链 在 实 际 使 用 时 集 成 在 两 个 刚 体 之

间，通过材料的弹性变形，作为旋转运动副而实现

刚体运动的传递。因其具有加工简单、无机械摩

擦、无间隙、高精度和免组装等优点而受到光学结

构研究人员的重视，被广泛应用于精密机器人，装
配及高精度位移平台，如柔性关节爬行机器人［１］，
柔性探头微夹持器［２］，高精度、高速率的ＸＹ位移

平台［３］和压电驱动位移平台［４］等领域。
影响柔性铰链工作性能的因素主要包括３个

方面：刚度，运动行程和工作时的最大应力。国内

外众多学者对柔性铰链准静态性能的研究较多，

１９６５年，Ｐａｒｏｓ和 Ｗｅｉｓｂｏｒｄ［５］最早根据欧拉－伯努

利梁理论推导出圆弧型柔性铰链柔度计算的精确

和近似理 论 计 算 公 式；Ｔｓｅｙｔｌｉｎ［６］通 过 对 圆 弧 型

轮廓采用逆保角映射推导出了圆弧形柔性铰链刚

度计算公式，与Ｐａｒｏｓ和 Ｗｅｉｓｂｏｒｄ推导的理论公

式相比，其结果与实验结果的 误 差 更 小；Ｗｕ［７］在

２００４年推导出 了 相 对 简 单 又 准 确 的 圆 弧 型 柔 性

铰链的刚度计算公式；ＬＯＢＯＮＴＩＵ［８］等推导了抛

物线 和 双 曲 线 的 柔 度，精 度 及 应 力 特 性；ＲＹＵ［９］

等人分析 了 机 械 加 工 误 差 对 柔 性 铰 链 性 能 的 影

响；Ｃｈｅｎ［１０］等人在２０１４年通过有限元的方法 得

到了切口型柔性铰链的应力集中系数的经验计算

公式。根据凹口曲线类型不同，柔性铰链又分为

圆弧型，椭 圆 弧 型，抛 物 线 型，双 曲 线 型，Ｖ型 及

其各种混合 型 等。ＳＭＩＴＨ［１１］等 人 研 究 了 椭 圆 弧

柔性铰链的刚度计算式；Ｔｉａｎ［１２］等人研究了Ｖ型

倒角柔性铰链等；近些年混合型柔性铰链的研究也

比较多如：ＬＯＢＯＮＴＩＵ等人研究了圆角抛物线混

合型［１３］，倒圆角直梁型［１４］；Ｌｉｎ［１５］等人研究了一边

为双曲线，另一边为倒圆角的混合不对称柔性铰链

的性能；Ｃｈｅｎ［１６］研究了椭圆弧倒角直梁柔性铰链。
目前国内外对柔性铰链的分析大多集中于柔

度，精度及应力的分析，对柔性铰链的优化设计比

较少：Ｃｈｅｎ［１７］采用粒子群遗传算法对椭圆弧柔性

铰链的 柔 度 进 行 了 优 化；Ｂｏｎａ等［１８］和Ｚｅｌｅｎｉｋａ
等［１９］都基于参数化有限元模型的方法分别对柔性

机械进行了刚度优化设计和对柔性铰链进行了自

由形状优化；２０１１年，北京理工大学的Ｘｉｅ［２０］采用

有限元方法进行了圆弧型柔性铰链的优化设计，优
化后全柔性五杆机构的柔度增大，满足优化要求。

虽然ＳＭＩＴＨ和Ｃｈｅｎ等对椭圆 弧 柔 性 铰 链

都进行了研究，推导出了其刚度计算公式，但其计

算公式都比较复杂，不利于椭圆弧柔性铰链的优

化计算；目前柔性铰链的优化设计大多集中于柔

性铰链的数值仿真计算，过程比较复杂，不利于工

程应用。针对椭圆弧柔性铰链刚度计算公式过于

复杂的问题，本文采用非线性曲线拟合的方法得

出了椭圆弧柔性铰链工作方向刚度近似理论计算

公式，进一步推导出了椭圆弧柔性铰链许用应力

和精度的近似理论计算式；然后，综合考虑材料的

许用应力和铰链的精度要求，采用 Ｍａｔｌａｂ软件进

行椭圆弧 柔 性 铰 链 工 作 方 向 最 大 刚 度 的 优 化 设

计；最后，通过有限元仿真和实验验证了近似理论

计算公式的适用性和优化结果的准确性。借助于

近似理论计算公式，采用 Ｍａｔｌａｂ进行 刚 度 优 化，
大大提高了设计效率，省去了繁杂的有限元模型

建立，计算和修改的过程，且通过优化计算可以得

到椭圆弧柔性铰链最大刚度。

２　椭圆弧柔性铰链性能分析

２．１　椭圆弧柔性铰链工作方向刚度

图１所示为弓形椭圆弧柔性铰链在ｚ＝０平

面内的示意图，弓形圆心角为φｍａｘ，左端固定，右

端自由，长半轴为ａ，短半轴为ｂ，宽度为ｗ，最小

切割厚度为ｔ。

图１　椭圆弧柔性铰链参数及坐标系
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ｚ轴为柔性铰链的输入轴，当φｍ＝π／２时，柔
性铰链为正椭圆柔性铰链，根据文献［１０］可知，式
（１）是椭圆弧柔性铰链工作方向上转动刚度的理

论计算公式，其计算比较准确，但过于复杂，不便

于椭圆弧柔性铰链的优化设计：

δθｚ，Ｍｚ＝
１２ａ
Ｅｗｔ２

·

（１２ｓ２＋８ｓ＋２）４ｓ槡 ＋１＋１２ｓ（２ｓ＋１）２ａｒｃｔａｎ　４ｓ槡 ＋１
（４ｓ＋１）５／２（２ｓ＋１）

，

令

ｆ＝
（１２ｓ２＋８ｓ＋２）４ｓ槡 ＋１＋１２ｓ（２ｓ＋１）２ａｒｃｔａｎ　４ｓ槡 ＋１

（４ｓ＋１）５／２（２ｓ＋１）

δθｚ，Ｍｚ＝
１２ａ
Ｅｗｔ３

·ｆＫθｚ，Ｍｚ＝
Ｅｗｔ３
１２ａｆ

， （１）

式中：ａ为椭圆弧柔性铰链的长半轴；ｗ 为椭圆弧

柔性铰链的宽度；Ｅ为材料的弹性模量；ｔ为柔性

铰链的最小切割 厚 度；ｓ＝ｂ／ｔ，ｂ为 椭 圆 弧 柔 性 铰

链的短半 轴；Ｋθｚ，Ｍｚ为 柔 性 铰 链 准 确 计 算 的 工 作

刚度。

２．２　转动刚度近似理论计算公式的推导

式（１）中 的ｆ函 数 过 于 复 杂，采 用 非 线 性 曲

线拟合的方 法，对ｆ函 数 进 行 化 简，可 以 得 到 转

动刚度的近似理论计算公式，曲线拟合优度采用

残差平方和（ＳＳＥ），判定系数（Ｒ－Ｓｑｕａｒｅ），调整的

判 定 系 数 （Ａｄｊｕｓｔｅｄ　Ｒ－Ｓｑｕａｒｅ），均 方 根 误 差

（ＲＭＳＥ）和残 差（^εｉ）分 布 图 进 行 判 定，残 差 平 方

和，均根误差，残 差 越 接 近 于０，判 定 系 数 和 调 整

的判定系数越接近１，则曲线拟合程度越好，各参

数的计算公式为：

ε^ｉ ＝ｙｉ－ｙ^，ＳＳＥ ＝∑
ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－ｙ^ｉ）２，

Ｒ２ ＝１－
∑
ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－ｙ^ｉ）２

∑
ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－珔ｙｉ）２
，

Ａｄｊｕｓｔｅｄ．．Ｒ２ ＝１－（１－Ｒ２） ｎ－１
ｎ－ｐ－１

，

ＲＭＳＥ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－ｙ^ｉ）［ ］２
１
２
， （２）

式中：ｙｉ 表示实验值；^ｙｉ 表示预测值；珔ｙｉ 表示实验

平均值；ｎ表示实验值数目；ｐ表示自变量数目；^εｉ
表示残差。

对ｆ函数进行非线性拟合，拟合结果和残差

分布如图２所示，分别进行了幂函数拟合，指数拟

合，二次多项式拟合和三次多项式拟合。

图２　曲线拟合及残差分布图

Ｆｉｇ．２　Ｆｉｇｕｒｅ　ｏｆ　ｆｉｔｔｉｎｇ　ｃｕｒｖｅ　ａｎｄ　ｒｅｓｉｄｕａｌｓ

由残差图分布可知，对ｆ函数进行幂函数拟

合所得结果最为合理，最大残差小于０．０５。由图

２可 知：ｆ函 数 采 用 幂 函 数 拟 合 方 式 拟 合 效 果 最

佳，拟合得到的函数为：

ｆ′＝ｍｓｎ＝１．１２２ｓ－０．４８５． （３）

为 使 拟 合 函 数 更 为 简 洁，取 拟 合 函 数 系 数

ｍ＝１．１５，ｎ＝－０．５，得到近似拟合函数：

ｆ″＝ｍｓｎ＝１．１５ｓ－１／２． （４）
图３所示为ｆ函数曲线，拟合函 数 曲 线ｆ″，

残差 曲 线 及 近 似 拟 合 函 数 相 对 函 数ｆ的 相 对 误

差曲线，由图３可知，相对误差随着ｓ的变化而变

化，当ｓ＜２时，相对误差大于４％，当ｓ＞４时，相

对误差小于１％，曲线拟合度好，近似拟合函数拟

合优度评价参数结果如表１所示。

表１　函数拟合评价参数表

Ｔａｂ．１　Ｅｖａｌｕａｔｉｏｎ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｆｏｒ　ｋｉｎｄｓ　ｏｆ　ｎｏｎｌｉｎｅａｒ

ｃｕｒｖｅ　ｆｉｔｔｉｎｇ

函数名称 ＳＳＥ　 Ｒ－Ｓｑｕａｒｅ
Ａｄｊｕｓｔｅｄ

Ｒ－Ｓｑｕａｒｅ
ＲＭＳＥ

Ｐｏｗｅｒ１
（幂函数）

０．００３　８　０．９９７　９　 ０．９９７　８　 ０．００９　０

Ｅｘｐ１
（指数函数）

０．２４８　４　０．８５９　３　 ０．８５６　３　 ０．０７２　７

Ｐｏｌｙ２
（二次多项式）

０．１４４　１　０．９１８　４　 ０．９１４　８　 ０．０５６　０

Ｐｏｌｙ３
（三次多项式）

０．０４６　７　０．９７３　５　 ０．９７１　８　 ０．０３２　２

近似拟合

函数（ｆ″）
０．０３９　７　０．９７８　０　 ０．９７７　２　 ０．０２８　２
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图３　ｆ函数及其拟合函数结果比较

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｎｔｒａｓｔ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ　ｆ　ａｎｄ　ｆ″

将式（４）代入式（１），可得刚度近似理论为：

Ｋ′θｚ，Ｍｚ＝
Ｅｗｔ３
１２ａｆ″＝

Ｅｗｔ
５
２ｂ

１
２

１３．８ａ ．
（５）

当ａ＝ｂ＝Ｒ时，椭圆弧柔性铰链变成了圆弧

型柔性铰链，则刚度近似理论为：

Ｋ′θｚ，Ｍｚ－圆＝
Ｅｗｔ３
１２ａｆ″＝

Ｅｗｔ
５
２

１３．８Ｒ
１
２
． （６）

１９６５年由Ｐａｒｏｓ和 ＷＥＩＳＢＯＲＤ［１４］推导出的

圆弧型柔性铰链的简化公式为：

Ｋ″θｚ，Ｍｚ＝
２Ｅｗｔ

５
２

９πＲ
１
２
． （７）

式（６）和（７）的区别只是系数的不同，系数的

相对误差为２．４％，证 明 了 椭 圆 弧 柔 性 铰 链 的 近

似刚度理论计算公式的相对准确性。

２．３　椭圆弧柔性铰链工作时最大应力分析

柔性铰链在 最 小 切 割 厚 度 且 距Ｘ 轴 最 远 处

的抗弯截面模量最小，应力最大。考虑应力集中

的影响，设应力集中系数为ｋ，根据材料力学中纯

弯曲理论可以得到最大应力计算式：

σｙｍａｘ＝ｋ·
Ｍ
Ｗｚ
＝ ｋＭｔ２　ｗ／６＝

６ｋＭ
ｔ２　ｗ．

（８）

根据文献［１０］，应力集中系数ｋ的表达式为：

ｋ＝ζ＋０．２５３
ζ＋０．０９７

， （９）

其中：ζ＝ρｔ＝ａ
２／（ｂｔ）；ρ是 椭 圆 弧 柔 性 铰 链 应 力

最大处的曲率半径。

一般在设计时，往往只知道柔性铰链 的 偏 转

角度范围，材料的允许应力大小，偏转精度的要求

而不知道其所需要的弯矩大小，所以假设设计的

柔性铰链的最大偏转角为θ，则对应的弯矩为：

Ｍｚ＝Ｋ′θｚ，Ｍｚ·θ＝
Ｅｗｔ３θ
１２ａｆ″．

（１０）

将式（９），（１０）代入式（８）可得铰链工作时最

大应力和偏转角的关系：

σｙｍａｘ＝
Ｅｔθｋ
２ａｆ″．

（１１）

将式（４）代入式（１１）得椭圆弧柔性铰链的最

大工作应力计算公式：

σｙｍａｘ＝
Ｅｔθｋ

２．３ａｓ－１／２．
（１２）

２．４　柔性铰链的精度特性分析

一般将铰链中心点的位移作为铰链精度的分

析指标［８］，柔性铰链中心点的位移其实也 就 是 铰

链在中心点处的挠度：

ｙｃ＝Ｍ（ｘ）
ＥＩ（ｘ）ｄｘｄｘ＝ Ｍ（ｘ）

Ｅｗ·ｈ３（ｘ）／１２ｄｘｄｘ
，

又

ｘ＝ａｓｉｎφ，ｄｘ＝ａｃｏｓφｄφ，ｈ（φ）ｓ＝２ｂ＋ｔ－２ｂｃｏｓφ，

ｙｃ＝∫
０

－π／２∫
φ

－π／２

１２　Ｍ
Ｅｗ（２ｂ＋ｔ－２ｂｃｏｓβ）

３·ａｃｏｓβｄ［ ］β·
ａｃｏｓφｄφ＝

６　Ｍａ２
Ｅｗｔ３·（１＋２ｓ）

． （１３）

在铰链偏转角θ一定 的 情 况 下，将 式（１０）代

入式（１３）得：

ｙｃ＝ １０ａθｓ
１／２

２３（１＋２ｓ）．
（１４）

３　椭圆弧柔性铰链最大刚度优化设

计实例分析

３．１　优化模型

椭圆弧柔性铰链的优化问题数学模型为：

ｆｏｂｊ＝ｍａｘ（Ｋθｚ，Ｍｚ）＝ｍｉｎ（－Ｋθｚ，Ｍｚ）＝

ｍｉｎ －Ｅｗｔ
５
２ｂ

１
２

１３．８（ ）ａ ，

令：

ｘ１＝ａ，ｘ２＝ｂ，ｘ３＝ｔ，ｘ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）Ｔ，

ｓ．ｔ．

非线性约事
ｃ（ｘ）≤０

ｃｅｑ（ｘ）烅
烄

烆 ＝０
线性不等式约束：Ａ·ｘ≤ｂ
边界约束：ｌｂ＜ｘ＜

烅

烄

烆 ｕｂ

． （１５）
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为了提高椭 圆 弧 柔 性 铰 链 的 工 作 精 度，ａ取

值不宜过大，令椭圆弧的长半轴ａ＜２０ｍｍ，由前

面分析可知，当ｓ＞４时，近 似 理 论 计 算 公 式 相 对

误差比较小，所以２０＞ａ＞ｂ＞４ｔ＞０，由此可得：线

性不等式约束矩 阵Ａ＝ ［－１　１　０；０－１　４］，ｂ＝
［０；０］，边界约束ｌｂ＝ ［０；０；０］，ｕｂ＝［２０；２０；５］。

非线性约束主要包括两部分：

（１）柔性铰链强度等式约束：根据式（１２），可

得强度等式非线性约束条件为：

ｃｅｑ（ｘ）＝Ｅｔθｋ－２．３ａｓ－１／２σｙｍａｘ＝０． （１６）

（２）柔性铰链精度不等式约束：假设偏转角为

１０ｍｒａｄ，ｙｃ＜１０μｍ，根 据 式（１４）可 得 不 等 式 非

线性约束条件为：

ｃ（ｘ）＝ １０ａθｓ
１／２

２３（１＋２ｓ）－ｙｃ≤０．
（１７）

３．２　优化方法及优化评价参数

优化可以看作是寻找函数最小值点 的 过 程，

最小值点又可以分为局域最小值点和全域最小值

点，优化模型是一求解带约束多变量非线性目标

函数的最小值，根据各优化指令的使用特点，最终

选 择 了 ＧｌｏｂａｌＳｅａｒｃｈ实 施 的 全 域 优 化 指 令 和

Ｆｍｉｎｃｏｎ局域优化指令。

Ｆｍｉｎｃｏｎ优化结 果 的 评 价 指 标 包 括：目 标 函

数值的变化趋势，约束冲突值（ＴｏｌＣｏｎ）和一阶优

化系 数（Ｆｉｒｓｔ－Ｏｒｄｅｒ　Ｏｐｔｉｍａｌｉｔｙ），对 于 同 时 具 有

等式约束和不等式约束的优化问题，一阶优化系

数为：

ｍｉｎｆ（ｘ），ｓ．ｔ．ｇｊ（ｘ）≤０（ｊ＝１，２，…，ｍ），

ｈｋ（ｘ）＝０（ｋ＝１，２，…，ｌ．
对应的拉格日函数为：

Ｌ（ｘ，λ）＝ｆ（ｘ）ｓ＝∑λｇ，ｊｇｊ（ｘ）＋∑λｈ，ｋｈｋ（ｘ）．
库恩 －塔克条件可表述为：

ｘＬ（ｘ，λ）＝０，λｇ，ｊｇｊ（ｘ０＝０，

‖ｘＬ（ｘ，λ）‖ ＝

‖ｆ（ｘ）∑λｇ，ｊｇｊ（ｘ）＋∑λｈ，ｋｈｋ（ｘ）‖∞，

（１８）

‖λｇ，ｊｇｊ（ｘ）‖表示向量λｇ，ｊｇｊ（ｘ）的无穷范数，则

一阶优化系数取‖ｘＬ（ｘ，λ）‖和‖λｇ，ｊｇｊ（ｘ）‖
中的较大值。

由式（１８）可知：一阶优化系数代表了迭代过

程中变量离变量最优值（目标函数取极小值时的

变量）的远近程度，其值越小，代表迭代值越接近

优化值，它是带约束目标函数取得极小值的必要

非充分条件。

３．３　优化结果

椭圆弧柔性铰链的优化参数如表２所 示，采

用Ｆｍｉｎｃｏｎ局部 搜 索 优 化 得 到 了 局 部 最 佳 变 量

值，目标值、约束值和一阶优化系数在优化迭代中

的变化，如图４所示，目标函数随着迭代的增加而

减小，满足优化的要求，最终目标函数局部最优值

为－９５．８Ｎ·ｍ／ｒａｄ，随 着 迭 代 的 进 行 约 束 值 和

一阶优化系 数 都 在 不 断 的 接 近 于０，最 终 经 过６
次迭代 以 后，约 束 值 为０，一 阶 优 化 系 数（Ｆｉｒｓｔ－
Ｏｒｄｅｒ　Ｏｐｔｉｍａｌｉｔｙ）为２．１１×１０－６，接近于０，说明

局部优化 结 果 可 靠，最 佳 变 量 值 为ｘ＝（１０．３５，

７．００８，１．７５２）即：ａ＝１０．３５ｍｍ，ｂ＝７．００８ｍｍ，

ｔ＝１．７５２ｍｍ，将优化结果代入式（５）计算得：

Ｋ′θｚ，Ｍｚ＝
Ｅｗｔ３
１２ａｆ″＝

Ｅｗｔ
５
２ｂ

１
２

１３．８ａ ＝９５．７３Ｎ
·ｍ／ｒａｄ．

计算结果与优化结果一致，说明理论 计 算 和

优化结果可靠。

表２　优化模型及有限元仿真参数

Ｔａｂ．２　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｆ　ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ　ｍｏｄｅｌ　ａｎｄ　ｆｉｎｉｔｅ

ｅｌｅｍｅｎｔ　ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

参数
弹性模量

Ｅ／Ｇｐａ

厚度

ｗ／ｍｍ

精度

ｙ／μｍ

疲劳应力

σ／Ｍｐａ
泊松比μ

偏转角

θ／ｍｒａｄ

数值 １０６　 １２　 １０　 １６０　 ０．３３　 １０

图４　局部优化结果

Ｆｉｇ．４　Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｌｏｃａｌ　ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
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全局搜索优化结果如图５所示，全局 优 化 目

标函数最小值 为－９５．８Ｎ·ｍ／ｒａｄ，与 局 部 优 化

结果一致。

图５　全局优化结果

Ｆｉｇ．５　Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｇｌｏｂａｌ　ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

４　有限元仿真和实验验证

由前述 优 化 分 析 可 知：ａ＝１０．３５ｍｍ，ｂ＝

７．００８ｍｍ，ｔ＝１．７５２ｍｍ，ｗ＝１２ｍｍ时，椭圆弧

柔性铰链的工作方向刚度最大，考虑到加工的方

便，柔性铰链参数确定为ａ＝１０．３ｍｍ，ｂ＝７ｍｍ，

ｔ＝１．７ｍｍ，ｗ＝１２ｍｍ。将铰链参数分别代入式

（１），式（５）、（１１）和（１４），可以分别计算得到理论

精确计算刚 度Ｋθｚ，Ｍｚ＝８９．９０Ｎ·ｍ／ｒａｄ近 似 计

算刚度Ｋ′θｚ，Ｍｚ＝８９．２２Ｎ·ｍ／ｒａｄ，工作最大应力

σｙｍａｘ＝１５４．４Ｍｐａ，精度ｙｃ＝９．８４μｍ，满足约束

条件且理论精确计算刚度和近似理论计算刚度的

相对误差为０．７６％。

４．１　有限元仿真

通过ＵＧ建立几何模型，Ｈｙｐｅｒｍｅｓｈ建立有限

元模型，有限元模型如图６所示，模型由３　８７０个单

元组成，铰链部分网格单元比较密，左端完全固定，

右端施加绕工作轴方向的弯矩，通过有限元仿真计

算得到该柔性铰链的刚度为８６．４Ｎ·ｍ／ｒａｄ，精度

ｙｃ为９．９８μｍ，应力σｙｍａｘ为１５６．６Ｍｐａ，仿 真 结 果

与近似理论计算结果误差分析如表３所示。

图６　柔性铰链有限元模型

Ｆｉｇ．６　Ｆｉｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ｆｌｅｘｉｂｌｅ　ｈｉｎｇｅ

表３　有限元仿真与近似理论计算结果的误差分析

Ｔａｂ．３　Ｅｒｒｏｒｓ　ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ　ｆｒｏｍ　ｆｉｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ａｎｄ

ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ　ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ　ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ

刚度

／（Ｎ·ｍ／ｒａｄ）

精度

／μｍ

应力

／Ｍｐａ

有限元仿真结果 ８６．４　 ９．９８　 １５６．６

近似理论计算结果 ８９．２　 ９．８４　 １５４．４

有限元仿真与近似理论

计算的相对误差／％
３．１４ －１．４２ －１．４２

由表３可知：仿真结果和近似理论计 算 结 果

的相对误差 都 小 于４％，且 精 度 和 应 力 的 相 对 误

差小于２％，仿真结果满足优化模型的约束条件。

４．２　工作刚度的实验验证

采用电火花线切割工艺加工了该柔性铰链并

搭建实验来检测优化柔性铰链的工作刚度，实验

原理如图７所示。主要包括一分辨率为０．２″的平

行光 管，优 化 柔 性 铰 链，黏 接 在 连 接 板 上 的 反 射

镜，与柔性铰链固连的连接板和基座，基座又与光

学平台固连，不同质量的砝码，细线和量块。通过

细线穿过 连 接 板 的 细 孔 在 连 接 杆 的 一 端 施 加 力

ｍｇ，用平行光管测量砝码施加前后反射镜的偏转

角即柔性铰链的偏转角θ，实际的实验装置如图８
所示。由此，椭圆弧柔性铰链的工作刚度计算公

式为：

Ｋ实 验＝Ｍ／θ＝ｍｇＬｃｏｓθ／θ， （１９）

式中：Ｋ实 验 是实验检测刚度（Ｎ·ｍ／ｒａｄ）；ｍ 是砝

码的质量（ｇ）；ｇ为重力加速度（９．８ｍ／ｓ２）；Ｌ为常

数（Ｌ＝０．０４７　５ｍ）；θ为偏转角（ｍｒａｄ）。
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图７　柔性铰链刚度测试实验原理图

Ｆｉｇ．７　Ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ　ａｒｒａｎｇｅｍｅｎｔ　ｆｏｒ　ｔｈｅ

ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ　ｏｆ　ｎｏｔｃｈ　ｈｉｎｇｅ

图８　刚度检测实验装置图

Ｆｉｇ．８　Ｓｅｔ　ｕｐ　ｏｆ　ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ　ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ　ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ

在实际实验时，砝 码 质 量 依 次 为１０ｇ，２０ｇ，

５０ｇ，１００ｇ和２００ｇ。为了减少测量随机误差，不

同力矩情况下实验进行了多次重复测量，偏转角

取 多 次 测 量 的 平 均 值，对 实 验 结 果 进 行 数 据 处

理，得到该优 化 柔 性 铰 链 的 转 角－弯 矩 曲 线，如 图

９所示，曲线 的 斜 率 即 为 该 优 化 柔 性 铰 链 的 工 作

刚度Ｋ实 验 为９３．４７Ｎ·ｍ／ｒａｄ，实 验 结 果 与 近 似

理论计算结果的相对误差为：

δ实 验 －近 似 理 论＝（Ｋ′θｚ，Ｍｚ－Ｋ实 验）／Ｋ′θｚ，Ｍｚ． （２０）

将实 验 刚 度 值 和 理 论 计 算 刚 度 值 代 入 式

（２０），得δ实 验－近 似 理 论＝－４．７６％。

图９　柔性铰链弯矩－转角拟合曲线

Ｆｉｇ．９　Ｆｉｔｔｉｎｇ　ｃｕｒｖｅ　ａｂｏｕｔ　ｔｈｅ　ｂｅｎｄｉｎｇ　ｍｏｍｅｎｔｓ　ａｎｄ

ｒｏｔａｔｉｏｎ　ａｎｇｌｅｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｏｐｔｉｍａｌ　ｅｌｌｉｐｔｉｃ　ｈｉｎｇｅ

５　结　论

本文采用幂函数非线性曲线拟合方法，得出了

椭圆弧柔性铰链工作刚度的近似理论计算公式，当

ｓ（ｂ／ｔ）＞４时，近似理论计算公式和准确理论计算

公式两者的相对误差不超过２％。将近似理论计

算公 式 用 于 椭 圆 弧 柔 性 铰 链 的 优 化 设 计，利 用

Ｍａｔｌａｂ软件对某一椭圆弧柔性铰链的最大刚度进

行了优化计算，优化结果与近似理论计算结果相一

致。通过有限元仿真和实验验证了椭圆弧柔性铰

链工作刚度近似计算公式的适用性和优化结果的

可靠性。椭圆弧柔性铰链工作刚度的仿真值，实验

值与近似理论计算结果的相对误差都小于５％。
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