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智能桁架结构最优振动控制与作动器优化配置
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摘 要: 研究了智能桁架结构最优振动控制和作动器的优化配置问题。首先采用有限元方法，根据 Hamilton原理
推导了智能桁架结构的机电耦合动力学方程，根据线性二次型最优控制理论，推导了结构振动控制的数学模型，通过最小

化性能泛函，求解黎卡提矩阵代数方程确定了最优控制输入。然后通过对最优控制性能指标函数的修正，得到了与初始
状态无关的性能指标，以修正的性能指标为目标函数，应用模拟退火算法对作动器位置进行了优化配置。最后给出了空
间智能桁架结构振动控制算例验证建模过程和算法。算例结果表明，通过最优振动控制可以使结构振动快速衰减，达到
振动抑制的效果，而且通过模拟退火算法可以确定最佳的作动器布置方式。
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Optimal vibration control and actuator placement for intelligent truss structures
CAO Yu-yan，WANG Zhi-chen，FU Shi-xin，WU Qing-lin

( Changchun Institute of Optics，Fine Mechanics and Physics，Chinese Academy of Sciences，Changchun 130033，China)

Abstract: The optimal vibration control and actuator placement for intelligent truss structures was investigated．
The mech-electric coupling dynamic formulation of piezoelectric intelligent truss structures based on Hamilton principle
was presented． The mathematical model of vibration control for truss structures was derived using linear quadratic Gauss
optimal control theory． The input of optimal control was determined by minimizing the performance function and solving
the Ｒiccati algebraic equation． Then，the performance criterion unrelated to initial state was obtained through correcting
the performance criterion of optimal control． The optimization of actuator position was performed using simulated annealing
algorithm so as to minimize the corrected performance criterion． The numerical example of vibration control for a spatial
intelligent truss structure was given to verify the modeling process and optimization algorithm． The simulations results
indicate that the vibration suppression effect is obvious and the vibration responses decrease quickly by the optimal
vibration control．

Key words: intelligent truss; Hamilton theory; vibration control; simulated annealing

随着航天事业的发展，航天器朝着轻量化、大型化
方向发展，桁架结构作为一种特殊的结构得到了越来

越普遍的应用［1 － 2］。由于其自身低刚度、弱阻尼的特
点，振动问题很突出，在很长一段时间内，桁架结构振

动控制问题一直是研究的热点，尤其是压电陶瓷堆作

动器的出现，使得复杂桁架结构主动振动控制成为可

能［3］。将作动器和传感器与桁架结构结合一起形成自
适应结构，在振动控制、噪声抑制、形状控制和精密定
位领域具有广泛的应用前景。
在国内外，智能结构的振动主动控制及优化方法

已经取得了一定的进展［1，4 － 6］，结构振动控制和作动器

的最优布置一直是该领域研究的主要问题。Moita
等［1］研究了压电层合板结构的振动控制问题，并采用

模拟退火算法对贴片作动器的位置进行了优化配置。
Yan等［7］研究了空间桁架结构的振动控制问题，作动
器的优化配置采用遗传算法实现，但其优化结果受到

初始条件的影响很大，不同的初始条件将得到不同的

优化配置结果。徐亚兰等［8］基于结构模态空间范数研
究了压电柔性结构振动控制问题。谢永等［9］对 10 跨
桁架结构的动力特性和主动振动控制进行实验研究。
曾光等［10］研究了基于遗传算法的空间智能桁架结构振

动控制中的作动器 /传感器位置优化问题。徐斌等［11］

针对区间参数压电智能结构 /控制一体化多目标拓扑
优化问题，提出了一种区间参数结构 /控制多目标拓扑
优化方法。彭海军等［12］针对桁架结构的振动抑制问



题，采用基于变形修正的物理降阶方法对有限元模型

降阶，并设计线性二次高斯( LQG) 最优控制律。赵国
伟等［13］对柔性自适应桁架最优振动控制进行了实验

研究。
本文研究了智能桁架结构最优振动控制和作动器

的优化配置问题。首先采用有限元方法和最优控制理
论，建立智能桁架结构最优振动控制模型，通过最小化

性能泛函，并求解黎卡提 ( Ｒiccati) 矩阵代数方程确定
了最优控制输入。然后应用模拟退火算法对作动器的
位置进行优化。最后给出空间智能桁架结构的仿真算
例，验证建模过程和算法。

1 智能桁架结构最优振动控制系统建模

1． 1 智能桁架结构动力学建模
智能桁架结构的杆件包括压电作动器和主体杆

件，其中压电作动器是由多层压电片堆叠胶合而成的，

李东旭等［14 － 16］详细介绍了压电材料单元的力学方程，

这里仅作简要叙述。作动器结构如图 1 所示，在电压
的作用下可产生轴向伸缩位移，其动力学模型如图 2
所示。

图 1 压电陶瓷堆作动器结构
Fig． 1 Structure of piezoelectric actuator

图 2 压电作动器力学模型简化
Fig． 2 Mechanic model of piezoelectric actuator

根据 Hamilton 变分原理，轴向伸缩 PZT 压电元件
机电耦合动力学方程为

∫
t1

t0
δLdt + ∫

t1

t0
δ'Wdt = 0 ( 1)

式中: L = T － U为 Lagrange函数，T为系统动能，U为系
统势能，δ'W 为外载荷所做虚功 ( 外载荷所做功的变
分) 。
由式( 1) 可得压电作动器单元动力学方程为［16］

［M( a) ］{ u··( a) } +［K ( a) ］{ u( a) } + { K ( a)uv }  = { F ( a) }

［K ( a)vu ］{ u
( a) } + { K ( a)vv }  = － { Q( a) }}

( 2)
式中: ［M( a)］，［K ( a)］分别为作动器的质量矩阵和刚度
矩阵; ［K ( a)nv ］，{ K

( a)
vv } 分别为作动器的耦合刚度阵和介

电刚度阵; { F ( a) } ，{ Q( a) } 分别为力向量和电载荷向
量; { u··( a) } ，{ u( a) } 分别为加速度向量和位移向量; 为
作动器的输入电压; 上标( a) 表示作动器的相关矩阵。
式( 2) 中各矩阵的具体形式为

［M( a)］ =
2mama

ma 2m
[ ]

a

［K ( a)］ = ka
1 － 1
－[ ]1 1

( 3)

［K ( a)nv ］ =
kuv

－ k
[ ]

uv

［K ( a)vv ］ =
kvv

－ k
[ ]

vv

( 4)

式中，ma =
ρaAala
6 ，ka =

gE
33Aa

la
，kuv =

gE
33d33Aa

la
，kvv =

Aa
ε33 － d33g

E( )33

la
，gE

33 =
1
cE33
; cE33，d33，ε33，ρa，Aa，la 分别为

作动器的柔度系数、压电应变常数、介电常数、密度、横
截面积和长度;

压电主动杆是由压电作动器两端与主体杆件连接

而成的可轴向伸缩的杆件，结构如图 3 所示，其中单元
1、3 为主体材料单元，单元 2 为压电作动器单元。

图 3 主动杆示意图
Fig． 3 Diagram of active members

单元 1、3 的有限元方程为
［M( h) ］{ u··( h) } +［K ( h) ］{ u( h) } = { F ( h) } ( 5)

式中，上标( h) 表示主体杆件材料的相关矩阵，其含义
与式( 2) 一致。
对单元 1 或 3，其方程的具体形式为

2m1 m1

m1 2m[ ]
1

u··l

u··{ }
i

+
k1 － k1
－ k1 k[ ]

1

u1

u1
{ }

'

=
F1

－ F1
{ }

'

( 6)

式中，m1 =
ρAl
6 ，k1 = EA

l ，E，ρ，A，l 分别为杆件弹性模

量，密度，横截面积和长度。
对单元 1、2、3 的质量矩阵和刚度矩阵进行组装，

得到总体坐标系下结构动力学方程为
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［Mc］{ u··c} +［Kc］{ uc} +［Kc
uv］ = { Fc}

［Kc
uv］{ u

c} －［Kc
vv )  = － { Qc{ }

( 7)

式中，上标( c) 表示主动杆的相关矩阵。
主动杆仅有两端节点与其他杆件相连，作动器的两节

点为内部自由度，为了减小系统模型维数，利用 Guyan 静
态缩聚法，将主动杆从四自由度{ u} e = { u1 u1' u2'
u2}

T 缩减为两自由度{ δ} e = u1 u{ }2 T，即

{ }u e =［H］{ δ} e + { M} 
矩阵［H］，［M］的表达式为

［H］= 1
λ

λ 0
k1k2 + k1k3 k2k3

k1k2 k1k3 + k2k3
0













λ

［M］= 1
λ

0
k3kuv

－ k1kuv




















0

式中，λ = k1k2 + k2k3 + k1k3，ki ( i = 1，2，3) 为单元 i的拉
伸刚度，kuv为作动器的耦合刚度。
将式( 8) 代入式 ( 7 ) 得到主动杆的机电耦合动力

学方程为

［M］e { δ··} e +［K］e { δ} e + { Kuv}
e = { F} e

［Kuv］
e { δ} e + { Kvv}

e = － { Q} e ( 10)

式中，［M］e =［H］T［Mc］［H］，［K］e =［H］T［Kc］［H］，
［Kuv］

e =［H］T ［Kc］{ M} +［Kc
uv( )］，{ F} e =［H］T{ Fc}。

通过缩聚变换，使压电主动杆的方程与主体杆单

元具有相同形式。根据以上推导得到了压电主动杆件
模型，通过坐标变换将各单元的质量矩阵和刚度矩阵

变换为总体坐标系下的特性矩阵，然后对其进行组集，

即得到压电桁架结构的无阻尼动力学方程为

［槇M］{ δ··} +［槇K］{ δ} +［槇Kuv］{ } = { 槇F} ( 11)
式中，

系统总体质量矩阵［槇M］=∑
e
Te［M］eTeT∈Ｒn × n，

系统总体刚度矩阵［槇K］=∑
e
Te［K］eTeT∈Ｒn × n，

总体耦合刚度矩阵［槇Kuv］=∑e T
e { Kuv}

e∈Ｒn × r，

总体力向量［槇F］=∑
e
Te［F］e，{ δ··} ∈ Ｒn×1，{ δ} ∈

Ｒn×1，{ } ∈ Ｒr×1 分别为加速度向量、位移向量和输入
控制电压，n，r分别为结构系统的自由度数目和压电作
动器数目。
1． 2 最优振动控制建模
由于桁架结构的特性矩阵如刚度矩阵、质量矩阵

等均是时不变的，结构振动控制系统属于线性定常系

统，根据最优控制理论，性能指标是状态变量的二次函

数，可以把这种动态系统的最优控制问题视为线性二

次型最优控制问题［17］。
为了应用线性二次型最优控制，将式( 11 ) 变换为

状态空间方程表达式为

x· = Ax + Bu ( 12)

式 中， x =
δ

δ{ }· ， A =
0 I

－［槇M］－ 1 槇[ ]K[ ]0 ，
B =

0

［槇M］－ 1 槇K[ ][ ]
uv

。

为了能在消耗最少控制能量的情况下使结构振动

迅速衰减，根据线性二次型最优控制理论，性能指标函

数表达为

J = 1
2 ∫

!

0
［xTQx + uTＲu］dt ( 13)

式中，Q∈Ｒ2n × 2n为半正定的状态加权矩阵，Ｒ∈Ｒr × r为

正定控制加权矩阵，Q，Ｒ为对阵矩阵且常取为对角阵。
根据最优控制理论，使性能指标函数达到最小值

的充分必要条件为

u( t) = － Kx( t) = － Ｒ－1BTPx( t) ( 14)
矩阵 P可以通过求解黎卡提( Ｒicatii) 矩阵代数方

程得到，即

ATP + PA + Q － PBＲ－1BTP = 0 ( 15)
性能指标函数的最小值为

J* = 1
2 xT0Px0 ( 16)

将式( 14) 代入式( 12) 得

x
·

= ( A － BＲ－1BTP) x ( 17)
由式( 17) 可求得

x = x0e
( A－BＲ－1BTP) t ( 18)

2 压电作动器的优化配置

在结构振动控制中，压电作动器安装在不同桁架

杆件位置，控制效果将不同，例如，在 40 杆的桁架结构
中布置 4 个作动器，将有 C4

40 = 91 390 种不同安装方
式，为此，有必要研究作动器最优位置的问题，即作动

器的最优配置。
压电作动器的最优配置问题属于离散规划问题，

有很多优化方法如遗传算法、模拟退火算法可以求解
该问题，在这里采用模拟退火算法，与传统的应用梯度

的优化方法相比，模拟退火算法的优点可以防止过早

收敛与局部最优解。
2． 1 模拟退火算法
模拟退火算法于 1982 年由 Kirkpatrick等引入组合

优化领域，它源于对固体退火过程的模拟，采用 Metrop-
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olis接受准则，并适当的控制温度的下降过程实现模拟
退火，从而达到求解全局优化问题的目的。模拟退火
算法中按 Metropolis接受准则确定。
算法中是否接受从当前解 x1 到新解 x2 的转移由

Metropolis接受准则决定，可以描述为
P x1→x( )2 =

1 if f x( )2 ＜ f x( )1

e －
f x( )2 － f x( )1( )T if f x( )2 ≥f x( ){

1

2． 2 作动器优化配置
根据线性二次型最优控制理论，最小化性能指标

相当于最小化系统能量与控制能量，将式 ( 18 ) 和式
( 14) 代入式( 13) 得

J = 1
2 xT {0 ∫

∞

0
e ( A－BＲ－1BTP) Tt［Q +

( Ｒ－1BTP) TＲ( Ｒ－1BTP) ］e ( A－BＲ－1BTP) Ttd }t x0 ( 20)

从式( 20) 可以看出性能指标函数与初始状态有直
接关系，为了消除初始状态对优化结果的影响，将对能

量函数做如下修正［18］，并将修正后的能量函数作为优

化目标函数。假设系统的初始状态 x0 在 n维单位球面
上随机分布，则式( 20) 将变化为

J = 1
2 tr x0x

T
0∫

∞

0
eAeqTtQeqe

Aeqtd( )t ( 21)

式中，Aeq = A － BＲ － 1BTP
Qeq = Q + ( Ｒ － 1BTP) TＲ( Ｒ － 1BTP)
对式( 21) 计算关于初始状态 x0 的数学期望为

E{ J( x0 ) } =
1
2 E tr x0x

T
0∫

∞

0
eAeqTtQeqe

Aeqtd( ){ }t ( 22)

由于 ∫
∞

0
eAeqTtQeqe

Aeqtdt 与初始状态 x0 无关，则式

( 22) 可以进一步表达为

E{ J( x0 ) } =
1
2 tr E{ x0x

T
0 } ∫

∞

0
eAeqTtQeqe

Aeqtd( )t =

1
2 tr ∫

∞

0
eAeqTtQeqe

Aeqtd( )t ( 23)

引入矩阵 L = ∫
∞

0
eAeqTtQeqe

Aeqtdt，则 L可以表示为以

下 Lyapunov方程的解，即
LAeq + AT

eqL + Qeq = 0 ( 24)
修正后的系统性能指标函数可以表达为

μ( L) = E{ J( x0 ) } =
1
2 tr( L) ( 25)

式( 25) 所表示的性能指标的意义为: 当系统的初
始状态 x0 在 n维单位球面上随机分布时，最小化修正
性能指标式( 25) 等价于最小化性能指标式( 25) 关于初
始状态的数学期望。
根据上述推导，将修正的性能指标函数，即式( 25)

作为作动器优化配置的目标函数，可以建立作动器优

化配置的数学模型为

min μ( L) = 1
2 tr( L)

s． t．
∑

n

j = 1
λ j = m

λ j = 0，1

j = 1，2，． ． ．，n

( 26)

式中，λ j 表示第 j个杆件是否配置作动器，0 －不安装，
1 －安装，n，m分别表示桁架杆件总数和作动器总数。
2． 3 算法中初始温度设置及新解构造
初始温度 T0 及降温准则将对算法的性能有很大

影响，必须设置足够高，至少在初始时保证所有解都能

被接受，这里采用多次随机布置产生一组变量，计算相

应的目标函数值，利用这组目标函数的最大值与最小

值之差来确定初始温度状态，即

T0 = －
μmax － μmin

lnpr
( 27)

式中，pr 为初始接受概率。

定义矩阵 Λ = λ1 λ2 … λ{ }n ∈Ｒ1 × n表示作动

器布置情况，若矩阵的第 j 个元素 λ j = 1 表示在第 j 个
杆件上布置作动器，若 λ j = 0 则在第 j个杆件位置无作
动器。若智能桁架结构共有 n 个杆件，配置 m 个作动
器，则优化算法的解空间可以表示为

S = Λ ∑
n

j = 1
λ j = m，λ j = 0 /{ }1 ( 28)

设优化模型的当前解为 Λc Λc∈( )S ，从其中 m 非
零元素位置( 即 m 个布置作动器位置) 随机选择一个
位置，并记其编号为 i1，将其置为 Λc ( i1 ) = 0。然后从
其他零元素的位置随机选择一位，记其编号为 i0，将其
置为 Λc ( i0 ) = 1。从而构造出新解 Λn Λn∈( )S 。

3 仿真算例

以如图 4 所示 20 节点 64 杆空间智能桁架结构为
例，对其进行相应的仿真分析。桁架节点和单元编号
如图 4 所示，约束 1 ～ 4 号节点的全部自由度，桁架结
构共有 16 × 3 = 48 自由度。桁架结构几何参数和材料
特性参数如表 1 所示。

表 1 桁架中杆件及作动器相关参数

Tab． 1 Parameters of bars and actuators

杆件参数 作动器参数

长度 /m 0． 5 长度 /m 0． 1
截面积 /m2 3 × 10 －4 截面积 /m2 5 × 10 －4

弹性模量 /GPa 70 弹性模量 /GPa 88
密度 / ( kg·m －3 ) 2 700 密度 / ( kg·m －3 ) 7 600

等效致动系数 / ( N·V －1 ) 0． 781
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图 4 空间桁架结构
Fig． 4 Structure of truss

仿真验证三种情况:首

先在每个杆件上均布置作

动器，共 64 个作动器，分析
最优控制前后结构振动衰

减情况;然后通过分析布置

10( 1 ～ 64 任取) 个作动器
情况下优化布置前后的控

制效果，来验证优化配置算

法;最后分析布置不同数量

作动器情况，优化性能指标

与作动器数目的关系。其
中最优振动控制加权矩阵

选取 Q = 106I，Ｒ = I。
3． 1 每个杆件均布置作
动器情况

在每个杆件位置均布

置作动器的情况下，共有 64

个压电作动器，对三种不同的初始扰动条件进行了动

态响应分析，并采用提出的方法进行最优振动控制。
三种不同的初始扰动条件分别为:

( Ⅰ) x·20 ( 0) = 1，( Ⅱ) x20 ( 0) = 0． 01，

( Ⅲ) x·20 ( 0) = 1 和 x20 ( 0) = 0． 01
结构自由振动响应和最优振动控制后的响应如图

5 所示。
从图 5( a) ～ ( c) 中可以看出，通过最优振动控制

可以使结构振动快速衰减，1s 后衰减 90%以上，1． 5s
后基本衰减为 0。
3． 2 配置 10 个压电作动器情况
对个作动器的位置进行优化配置，采用模拟退火

算法对其进行优化配置，并对优化配置前后最优振动

控制的结果进行对比。优化求解参数如表 2 所示，优
化过程中，优化前后个作动器布置位置如图 6 所示，目
标函数变化如图 7 所示，新解接受与拒绝柱形图如图 8
所示，温度下降曲线如图 9 所示。

图 5 布置 64 个压电作动器在三种工况下，智能桁架结构
最优振动控制前后节点位移动态响应，图( a) ( b) ( c) 分别对应初始扰动条件( Ⅰ) ( Ⅱ) 和( Ⅲ)

Fig． 5 Dynamic responses of the intelligent truss structure without control and with optimal control by actuators for
different initial disturbances，figures ( a) ，( b) and ( c) show the

response for initial disturbance case ( Ⅰ) ，( Ⅱ) and ( Ⅲ) respectively

表 2 优化求解参数
Tab． 2 Parameters for optimization

初始温度: T0 = 6． 6766 × 104

降温系数: a = 0． 7

迭代次数: 660

初始位置: 3 － 62 － 56 － 30 － 49 － 15 － 36 － 33 － 61 － 22

最优位置: 1 － 2 － 3 － 4 － 12 － 16 － 17 － 40 － 53 － 64

初始目标函数值: μ = 5． 1883 × 104

最优目标函数值: μ = 1． 3870 × 104

作动器布置在初始位置 3 － 62 － 56 － 30 － 49 － 15
－ 36 － 33 － 61 － 22 和最优位置 1 － 2 － 3 － 4 － 12 － 16 －

17 － 40 － 53 － 64，在初始扰动 x·20 ( 0 ) = 1 条件下，最优
振动控制前后，20 号节点 x 向动态位移响应曲线如图
10( a) 和( b) 所示。从接受拒绝柱状图可以看出，迭代
初始柱状图密集，之后较为稀疏，这是由于随着退火温

度的递减，接受的概率 p = e － Δf
T也随之减小，c = rand( 0，

1) ＜ p的概率变小，拒绝次数增多，迭代后期完全拒绝，
优化达到最优解。
从图 10( a) 和( b) 可以看出，优化配置前，20 节点

X向动态位移衰减很慢，衰减时间较长，1． 5 s时还存在
较大幅度的振动位移，而优化配置后，动态位移衰减很

快，1 s内位移得到了很好的抑制。
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图 6 优化配置前后 10 个作动器的位置
Fig． 6 Initial and optimal locations for actuators

3． 3 配置不同数量作动器情况
为了研究作动器数目对控制性能的影响，对配置

不同数目作动器的情况进行仿真分析，配置作动器数

目为 5 ～ 62，性能指标变化如图 11 所示。
从图 11 可以看出，随着作动器数目的增加，性能

指标 μ随之减小，控制总能量不断下降，即作动器越多
控制性能越好。
从图 11 还可以看出，在作动器数目 1 ～ 10 阶段，目

标函数下降速度较快，目标函数值减小 70%以上，而在
作动器数目 17 ～ 62 阶段，目标函数仅下降 30%。由此
可知，作动器数目存在一个临界值，在达到临界数目

前，作动器数目的增加对控制性能影响较大，而超过临

界数目后，对控制性能影响不明显。因此对桁架结构
的振动控制，仅需配置很少一部分作动器就能达到理

想的控制效果。

图 7 优化配置 10 个作动器目标函数变化
Fig． 7 Objective function
curve for optimization

图 8 优化配置 10 个作动器接受与拒绝图
Fig． 8 Acceptance and refusal

curve for optimization

图 9 优化配置 10 个作动器降温曲线
Fig． 9 Temperature descend

curve for optimization

图 10 优化配置前后 20 节点 X向动态位移响应
Fig． 10 The dynamic displacement response of node 2 direction

图 11 作动器数目与性能指标变化
Fig． 11 The relations between actuator

numbers and objection function

4 结 论

研究了智能桁架结构最优振动控制与作动器最优

配置问题，首先采用有限元方法推导了智能桁架结构

振动控制的数学模型，通过最小化性能泛函，求解黎卡

提( Ｒiccati) 矩阵代数方程确定了最优控制输入。然后
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以修正的性能指标为目标函数，应用模拟退火算法对

作动器位置进行了优化配置。最后给出了桁架振动控
制算例验证建模过程和算法。
算例结果表明，( 1) 通过最优振动控制可以使结构

振动快速衰减，能够达到很好的振动抑制效果; ( 2 ) 对
于确定相同数量的作动器，不同的布置方式控制效果

差别很大，通过模拟退火算法优化，可以确定出最佳布

置方式，使控制性能得到明显改善; ( 3) 布置的作动器
数量越多，控制效果越好，但作动器数目存在一个临界

值，小于该临界值时，作动器数目的增加对控制性能的

影响非常显著，大于该临界值时，作动器数目的增加对

控制性能的影响不明显。
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