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测量丢失不确定性系统的迭代鲁棒滤波
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摘　要：针对动态系统中存在的输入不确定性、模型参数不确定性和测量丢失，提出了基于迭
代策略的鲁棒滤波方法。用模有界的变量来描述系统输入不确定性和模型参数不确定性，测
量数据传输过程中存在的丢失现象满足一个已知概率分布的随机二进制序列。利用博弈论获
得了最小二乘鲁棒滤波器，在此基础上利用迭代策略设计了所期望的迭代鲁棒滤波器。仿真
结果验证了本文方法的有效性。
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０　引　言

卡尔曼滤波器是线性高斯环境下的最优滤波

器。然而，卡尔曼滤波器对系统模型不确定性异

常敏感。为了拓宽卡尔曼滤波器的应用范围或寻
找其他替代方法，鲁棒滤波理论一直受到广泛关
注［１－８］。传统的鲁棒滤波器设计方法包括 Ｈ∞滤

波、Ｈ２／Ｈ∞滤波、保性能估计和协方差受限估计
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等。相比于传统的鲁棒滤波器，最小二乘鲁棒滤
波器设计不需要计算滤波器存在条件，并且适合
在线实时计算，因而在近些年得到众多研究人员
的关注［１，８］。在最小二乘鲁棒滤波器发展的初
期，滤波器设计仍需知道过程噪声的统计特性，最
近Ｃｏｎｇ等［８］提出了一种基于迭代策略的最小二
乘鲁棒滤波器设计方法，在此种方法中，过程噪声
被当成一个模有界的变量。
测量数据丢失广 泛 存 在 于 实 际 应 用 之

中［９－１２］，比如应用光电经纬仪跟踪目标，当目标飞
入云层等障碍物时，光学系统观测不到目标，因而
无法返回脱靶量，在这种情况下测量数据出现了
丢失现象。测量数据丢失是滤波器性能变坏甚至
不稳定的重要因素。而此类数据丢失现象的迭代
鲁棒滤波器设计问题却没有被充分研究。因此，
作者在文献［１，８］的基础上，针对系统中存在的输
入不确定性、模型参数不确定性和测量数据传输
中存在的丢失现象，给出了基于迭代策略和博弈
论的迭代鲁棒滤波器设计方法。最后，仿真验证
了本文方法的有效性。

１　问题描述

考虑下面含有输入不确定性、模型参数不确
定性和测量数据丢失现象的动态系统：

ｘｋ＋１ ＝Ａｋｘｋ＋Ｂｋｕｋ （１）

ｙｋ ＝λｋ（Ｈｋ＋ΔＨｋ）ｘｋ＋ｖｋ （２）

式中：ｘｋ∈瓗ｎ是要估计的系统状态；ｙｋ∈瓗ｍ是

测量输出；Ａｋ、Ｂｋ、Ｈｋ 是具有适当维数的矩阵；ｖｋ
∈ 瓗ｍ 是均值为零、协方差为Ｒｋ＞０的高斯白噪
声；ｕｋ 和ΔＨｋ 是模有界的不确定项，不失一般性
假设 ‖ｕｋ‖ ≤１，ΔＨｋ 具有如下结构：

ΔＨｋ ＥｋΔｋＭｋ （３）
式中：Ｅｋ、Ｍｋ 是具有合适维数的已知时变矩阵，

‖Δｋ‖ ≤１是一个时变不确定项；λｋ ∈ 瓗 是一
个与系统初始状态以及其他信号均不相关的随机

二进制切换序列，具有如下统计特性：

Ｐｒｏｂ｛λｋ ＝１｝＝Ε｛λｋ｝＝θｋ
Ｐｒｏｂ｛λｋ ＝０｝＝１－Ε｛λｋ｝＝１－θ烅
烄

烆 ｋ

（４）

式中：θｋ ∈ ［０　１］是已知标量。
测量模型（２）最早在文献［１２］中用来描述测

量丢失现象，随后在文献［４］和［１１］等中得到了广
泛应用。由式（２）可知，当λｋ ＝１时，滤波器接收
到的信号是传感器测量信号；当λｋ ＝０时，滤波
器接收到的信号是测量噪声ｖｋ，测量信号在传输

的过程中丢失。
注释１：本文所考虑的系统为线性离散系统，

对于非线性系统，可在其工作点附近进行线性化
处理，将其近似地转化成式（１）（２）所示的线性离
散系统进行研究。一个常用的线性化方法是在系
统工作点附近进行泰勒展开。
常见的递推滤波器设计可分为两步，即预测

更新和测量更新。在预测更新阶段，通过系统动
态方程和ｋ时刻的最优估计值，可以得到ｋ＋１时
刻的最优预测值。在测量更新阶段，利用最新得
到的测量信息，可以对状态预测值做进一步的修
订，使新得到的状态估计值更加精确。针对含有
测量信息丢失、输入不确定性和模型参数不确定
性的动态系统，利用最小最大博弈论，本文同样是
沿用这两个设计步骤。
预测更新阶段：

ｘ^ｋ＋１｜ｋ ＝ａｒｇ　ｍｉｎ
ｘｋ＋１

ｍａｘ
‖ｕｋ‖≤１

‖ｘｋ＋１－Ａｋｘ^ｋ｜ｋ－Ｂｋｕｋ‖
２

Ｐ～ｋ＋１

（５）

式中：Ｐ
～

ｋ＋１ 是一个后面将给出定义的权重矩阵，
式（５）中的模值方程有如下定义：

‖·‖２Ｐ ＝ （）· ＴＰ－１（）· （６）

　　记ｘｋ 的估计误差为ｘ
～
ｋ｜ｋ ＝ｘｋ－ｘ^ｋ｜ｋ，并且假

设估计误差协方差满足如下限制：

Ε ｘ
～
ｋ｜ｋｘ

～Ｔ
ｋ｜｛ ｝ｋ ≤Ｐｋ｜ｋ （７）

式中：Ｐｋ｜ｋ ＞０。
测量更新阶段：

ｘ^ｋ＋１｜ｋ＋１ ＝

ａｒｇ　ｍｉｎ
ｘｋ＋１

ｍａｘ
‖ｍｋ＋１‖≤αｋ＋１

‖ｘｋ＋１－ｘ^ｋ＋１｜ｋ‖２Ｐｋ＋１｜ｋ｛ ＋

‖ｙｋ＋１－θｋ＋１ｙ^ｋ＋１（ｍｋ＋１）‖
２

Ｓ～ｋ＋ ｝１ （８）

式中：ｙ^ｋ＋１（ｍｋ＋１）Ｈｋ＋１ｘ^ｋ＋１｜ｋ＋Ｅｋ＋１ｍｋ＋１；Ｓ
～
ｋ＋１是

一个后面将给出定义的权重矩阵；ｍｋ＋１ 具有如下
的结构形式：

ｍｋ＋１ ＝Δｋ＋１Ｍｋ＋１ｘ^ｋ＋１｜ｋ （９）

２　最小二乘鲁棒滤波

最小二乘鲁棒滤波器设计依赖于以下受限最

大化问题：

ｕ＊ ＝ａｒｇ　ｍａｘ
‖ｕ‖≤α

‖ｘ－Ｂｕ‖２Ｐ （１０）

式中：Ｐ是一个对称正定矩阵；α是一个已知标量。
引理１［８］：当ｘ≠０时，式（１０）有如下形式的

解：

·８５０１·
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ｕ＊ ＝α β＊Ｉ＋αＢＴＰ－１（ ）Ｂ －１　ＢＴＰ－１　ｘ
（１１）

式中：β＊ ∈Ｍ  β＋，－β｛ ｝－ 并满足：

β＊ ＝ａｒｇ　ｍａｘ
β∈Ｍ
‖Ｐ　Ｐ＋α

β
ＢＢ（ ）Ｔ

－１

ｘ‖２Ｐ

（１２）
目标方程（１０）的最大值为：

ｍａｘ
‖ｕ‖≤α

‖ｘ－Ｂｕ‖２Ｐ ＝ ‖ｘ－Ｂｕ＊‖２Ｐ ＝

‖Ｐ　Ｐ＋α
β＊
ＢＢ（ ）Ｔ

－１

ｘ‖２Ｐ （１３）

在上面的式子中，β＋ 和β－ 分别满足：

‖ β＋Ｉ＋αＢ
ＴＰ－１（ ）Ｂ －１　ＢＴＰ－１　ｘ‖ ＝１

（１４）

ｄｅｔβ＋Ｉ＋αＢ
ＴＰ－１（ ）Ｂ ≠０ （１５）

和

‖ β－Ｉ－αＢ
ＴＰ－１（ ）Ｂ －１　ＢＴＰ－１　ｘ‖ ＝１

（１６）

ｄｅｔβ－Ｉ－αＢ
ＴＰ－１（ ）Ｂ ≠０ （１７）

　　引理２［８］：当ｘ＝０时，ｕ＊ 是ＢＴＰ－１　Ｂ的一个
特征向量。
根据引理１和引理２，预测更新有如下表达

式：

ｍａｘ
‖ｕｋ‖≤１

‖ｘｋ＋１－Ａｋｘ^ｋ｜ｋ－Ｂｋｕｋ‖
２

Ｐ
～
ｋ＋１ ＝

ｍａｘ
‖ｕｋ‖≤１

‖ｘ
～
ｋ＋１｜ｋ－Ｂｋｕｋ‖

２

Ｐ
～
ｋ＋１ ＝

‖Ｐ
～

ｋ＋１ Ｐ
～

ｋ＋１＋１
βｕ
ＢｋＢＴ（ ）ｋ

－１

ｘ～ｋ＋１｜ｋ‖
２

Ｐ
～
ｋ＋１

（１８）

式中：ｘ～ｋ＋１｜ｋ ＝ｘｋ＋１－Ａｋｘ^ｋ｜ｋ。
获得预测更新方程的一个难点在于βｕ 是

ｘ
～

ｋ＋１｜ｋ 的函数，而此时ｘ
～

ｋ＋１｜ｋ 未知。为了解决这个

问题，本文首先假设βｕ ＝β＊ｕ 是一个已知的常数，
进而可以求得预测更新方程的一个近似解，然后
通过一个算法逼近预测更新方程的精确值。关于
逼近算法的内容将在第３节中详细讨论。对式
（１８）两端求关于ｘｋ＋１的导数，并令这个导数为零，
可以得到如下的预测更新方程：

ｘ^ｋ＋１｜ｋ ＝Ａｋｘ^ｋ｜ｋ （１９）

进而可得状态的预测误差为：

ｘ～ｋ＋１｜ｋ ＝ｘｋ＋１－ｘ^ｋ＋１｜ｋ ＝ｘｋ＋１－Ａｋｘ^ｋ｜ｋ
（２０）

因而有：

Ε ｘ
～
ｋ＋１｜ｋｘ

～Ｔ
ｋ＋１｜｛ ｝ｋ ≤ＡｋＰｋ｜ｋＡＴ

ｋ ＋ＧｋＡｋＰｋ｜ｋＡＴ
ｋＧＴ

ｋ

（２１）

式中：Ｇｋ ＝ β＊ｕＩ＋Ｂ
Ｔ
ｋＰ
～

ｋ＋１Ｂ（ ）ｋ －１　ＢＴｋ Ｐ
～

ｋ＋（ ）１ －１，其

中的Ｐ
～

ｋ＋１ 有如下表达式：

Ｐ
～

ｋ＋１ ＝ＡｋＰｋ｜ｋＡＴ
ｋ （２２）

进而，预测更新协方差的上界有如下表达式：

Ｐｋ＋１｜ｋ ＝Ｐ
～

ｋ＋１＋ＧｋＰ
～

ｋ＋１ＧＴｋ （２３）

　　在测量更新阶段，根据引理１和引理２，有：

ｍａｘ
‖ｍｋ＋１‖≤αｋ＋１

‖ｙｋ＋１－θｋ＋１ｙ^ｋ＋１（ｍｋ＋１）‖
２

Ｓ～ｋ＋１ ＝

ｍａｘ
‖ｍｋ＋１‖≤αｋ＋１

‖ｙ
～
ｋ＋１－Ｅ

－

ｋ＋１ｍｋ＋１‖
２

Ｓ～ｋ＋１ ＝

‖Ｓ
～
ｋ＋１ Ｓ

～
ｋ＋１＋αｋ＋１

βｍ
Ｅ
－

ｋ＋１Ｅ
－
Ｔ
ｋ＋（ ）１

－１

ｙ
～
ｋ＋１‖２Ｓ～ｋ＋１

（２４）

式 中：ｙ
～

ｋ＋１ ＝ ｙｋ＋１ － θｋ＋１Ｈｋ＋１ｘ^ｋ＋１｜ｋ；Ｅ
－

ｋ＋１ ＝

θｋ＋１Ｅｋ＋１；Ｓ
～

ｋ＋１ 是ｙ
～

ｋ＋１ 的协方差，并且具有如下表
达式：

Ｓ
～

ｋ＋１ ＝Ｈｋ＋１Ｐｋ＋１｜ｋＨＴ
ｋ＋１＋Ｒｋ＋１＋

（１－θｋ＋１）２　Ｈｋ＋１Σｋ＋１ＨＴ
ｋ＋１ （２５）

式中：Σｋ＋１ ＝ＡｋΕ ｘ^ｋ｜ｋｘ^Ｔｋ｜｛ ｝ｋ ＡＴ
ｋ。

推导测量更新方程时，将会遇到与推导预测
更新方程一样的困难，同样也是先假设βｍ 为一个
已知的常数。令βｍ ＝β＊ｍ，将式（２４）代入到式
（８），对式（８）两端求关于ｘｋ＋１的导数，并令这个导
数为零，可以得到如下的测量更新方程：

ｘ^ｋ＋１｜ｋ＋１ ＝ｘ^ｋ＋１｜ｋ＋Ｗｋ＋１ｙ
～
ｋ＋１ （２６）

式中：

Ｗｋ＋１ ＝Ｐｋ＋１｜ｋＨＴ
ｋ＋１Ｓ－１ｋ＋１ （２７）

其中：

Ｓｋ＋１ ＝Ｓ
～

ｋ＋１＋２αｋ＋１
β＊ｍ
Ｅ
－

ｋ＋１Ｅ
－
Ｔ
ｋ＋１＋

α２ｋ＋１
β＊（ ）ｍ ２Ｅ

－

ｋ＋１Ｅ
－
Ｔ
ｋ＋１Ｓ

～
－１
ｋ＋１Ｅ

－

ｋ＋１Ｅ
－
Ｔ
ｋ＋１ （２８）

因此，估计误差协方差有如下上界：

Ｐｋ＋１｜ｋ＋１ ＝Ｐｋ＋１｜ｋ－Ｗｋ＋１Ｓｋ＋１ＷＴ
ｋ＋１ （２９）

　　由式（２７）可知，Ｗｋ＋１的计算用到了Ｓｋ＋１的逆
矩阵，因此需要进一步讨论矩阵Ｓｋ＋１ 的可逆性。
由式（２８）可得：

Ｓｋ＋１ ＝ Ｓ
～

ｋ＋１＋αｋ＋１
β＊ｍ
Ｅ
－

ｋ＋１Ｅ
－
Ｔ
ｋ＋（ ）１ Ｓ

～
－１
ｋ＋槡［ ］１ ×

Ｓ
～

ｋ＋１＋αｋ＋１
β＊ｍ
Ｅ
－

ｋ＋１Ｅ
－
Ｔ
ｋ＋（ ）１ Ｓ

～
－１
ｋ＋槡［ ］１

Ｔ

（３０）

　　据引理１和式（２４）可知，式（３０）小括号里面
的矩阵是可逆矩阵。另一方面，由式（７）（２２）（２３）
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（２５）以及矩阵Σｋ＋１ 和Ｒｋ＋１ 的定义可知，矩阵

Ｓ
～
－１
ｋ＋槡 １ 存在且可逆。因此，Ｓｋ＋１ 是可逆矩阵。
本节利用博弈论获得了一个递推最小二乘鲁

棒滤波器。然而，新获得的滤波器的精度并不太
高，因为预测更新方程和测量更新方程的推导都
假设βｕ和βｍ为已知的常数。因此，必须采取措施
来弥补这方面的不足。

３　迭代鲁棒滤波

本节将利用迭代策略解决上一节鲁棒滤波器

设计中存在的问题，具体的迭代算法如下所示：

第一步：假设ｘ^ｋ｜ｋ 和Ｐｋ｜ｋ 是已知的，根据先前

的分析，状态预测方程为ｘ^ｋ＋１｜ｋ ＝Ａｋｘ^ｋ｜ｋ。测量预

测误差为ｙ
～
ｋ＋１＝ｙｋ＋１－θｋ＋１Ｈｋ＋１ｘ^ｋ＋１｜ｋ 。假设β

０
ｕ是

β＊ｕ 的初始值，对于ｉ≥０，重复下面的第二步到第
六步。
第二步：计算Ｐｉｋ＋１｜ｋ

Ｐｉｋ＋１｜ｋ ＝Ｐ
～

ｋ＋１＋ＧｉｋＰ
～

ｋ＋１ Ｇｉ（ ）ｋ Ｔ （３１）

式中：Ｇｉｋ ＝ β
ｉ
ｕＩ＋ＢＴｋＰ

～

ｋ＋１Ｂ（ ）ｋ －１　ＢＴｋ Ｐ
～

ｋ＋（ ）１ －１。
第三步：根据第一步、第二步和引理１计算

β
ｉ
ｍ ：

‖ β
ｉ
ｍＩ＋αｋ＋１Ｅ

－
Ｔ
ｋ＋１ Ｓ

～
ｉ
ｋ＋（ ）１ －１　Ｅ

－

ｋ＋（ ）１ －１

Ｅ
－
Ｔ
ｋ＋１ Ｓ

～
ｉ
ｋ＋（ ）１ －１　ｙ

～

ｋ＋１‖ ＝１ （３２）
式中：

Ｓ
～
ｉ
ｋ＋１ ＝Ｈｋ＋１Ｐｉｋ＋１｜ｋＨＴ

ｋ＋１＋Ｒｋ＋１＋
１－θｋ＋（ ）１ ２　Ｈｋ＋１Σｋ＋１ＨＴ

ｋ＋１ （３３）

　　第四步：将β
ｉ
ｍ 应用到测量更新方程，ｘ^ｉｋ＋１｜ｋ＋１

和Ｐｉｋ＋１｜ｋ＋１ 可计算如下：

Ｓｉｋ＋１ ＝Ｓ
～
ｉ
ｋ＋１＋２αｋ＋１

β
ｉ
ｍ
Ｅ
－

ｋ＋１Ｅ
－
Ｔ
ｋ＋１＋

α２ｋ＋１
β
ｉ（ ）ｍ ２Ｅ

－

ｋ＋１Ｅ
－
Ｔ
ｋ＋１ Ｓ

～
１
ｋ＋（ ）１ －１　Ｅ

－

ｋ＋１Ｅ
－
Ｔ
ｋ＋１ （３４）

Ｗｉｋ＋１ ＝Ｐｉｋ＋１｜ｋＨＴ
ｋ＋１ Ｓｉｋ＋（ ）１ －１ （３５）

ｘ^ｉｋ＋１｜ｋ＋１ ＝ｘ^ｋ＋１｜ｋ＋Ｗｉｋ＋１ｙ
～
ｋ＋１ （３６）

Ｐｉｋ＋１｜ｋ＋１ ＝Ｐｉｋ＋１｜ｋ－Ｗｉｋ＋１Ｓｉｋ＋１ Ｗｉｋ＋（ ）１ Ｔ

（３７）

　　第五步：如果 ‖ｘ^ｉｋ＋１｜ｋ＋１－ｘ^ｉ－１ｋ＋１｜ｋ＋１‖ ≤ξｍ，ξｍ

是一个给定的常值，迭代结束，ｘ^ｉｋ＋１｜ｋ＋１是ｋ＋１时
刻期望的值；否则进入第六步。
第六步：计算β

ｉ＋１
ｕ

‖ β
ｉ＋１
ｕＩ＋ＢＴｋ Ｐ

～

ｋ＋（ ）１ －１　Ｂ（ ）ｋ －１

ＢＴｋ Ｐ
～

ｋ＋（ ）１ －１　ｘ
～
ｉ
ｋ＋１｜ｋ‖ ＝１ （３８）

式中：ｘ^ｉｋ＋１｜ｋ ＝ｘ^ｉｋ＋１｜ｋ＋１－ｘ^ｋ＋１｜ｋ。
如果 ‖β

ｉ＋１
ｕ －β

ｉ
ｕ‖ ≤ζｕ，迭代结束，否则，返

回到第二步继续进行迭代，其中ζｕ 是一个给定的
常数。

４　仿真验证

作为一个例证，将新得到的迭代鲁棒滤波器
应用到下面含输入不确定性、模型参数不确定性
和测量数据丢失现象的目标追踪系统。

ｘｋ＋１ ＝
１ Γ［ ］０　１

ｘｋ＋
０
０．［ ］１ｓｉｎ（１＋０．１ｋ）；

ｙｋ ＝γｋ
１　 ０
０　１＋０．１ｓｉｎ（１＋０．１ｋ［ ］）ｘｋ＋ｖｋ

烅

烄

烆
。

（３９）

式中：Γ是采样周期；ｘｋ＋１＝ ｓＴｋ＋１ ｓ
·Ｔ
ｋ＋［ ］１ Ｔ
由运动

目标在时刻ｋΓ 的位置和速度组成；ｙｋ 是进行滤
波计算的测量数据；ｖｋ 是一个零均值单位方差的
高斯白噪声序列；γｋ ∈ 瓗 是一个随机二进制切
换序列，其取１的概率为Ｐｒｏｂγｋ ＝｛ ｝１ ＝θ＝
０．９　０　．｛ ｝７ 。
仿真系统的初始值假设为ｘ０ ＝ ０ －［ ］２ ；

Ｐ０｜０＝ｄｉａｇ（ ）２　１ ；αｋ＝０．０２；Γ＝０．１ｓ。将本文
得到的迭代鲁棒滤波器和文献［８］中的迭代鲁棒
滤波器在仿真中进行了比较，从图１～图４的仿
真结果可以看到，本文得到的迭代鲁棒滤波器具
有更高的精度。这是因为本文对测量丢失现象和
不确定性进行了补偿，而文献［８］仅仅对不确定性
进行了补偿。

图１　位置均方误差（θ＝０．９°）

Ｆｉｇ．１　Ｍｅａｎ　ｓｑｕａｒｅ　ｅｒｒｏｒ　ｆｏｒ　ｐｏｓｉｔｉｏｎ（θ＝０．９°）
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图２　速度均方误差（θ＝０．９°）

Ｆｉｇ．２　Ｍｅａｎ　ｓｑｕａｒｅ　ｅｒｒｏｒ　ｆｏｒ　ｖｅｌｏｃｉｔｙ（θ＝０．９°）

图３　位置均方误差（θ＝０．７°）

Ｆｉｇ．３　Ｍｅａｎ　ｓｑｕａｒｅ　ｅｒｒｏｒ　ｆｏｒ　ｐｏｓｉｔｉｏｎ（θ＝０．７°）

图４　速度均方误差（θ＝０．７°）

Ｆｉｇ．４　Ｍｅａｎ　ｓｑｕａｒｅ　ｅｒｒｏｒ　ｆｏｒ　ｖｅｌｏｃｉｔｙ（θ＝０．７°）

５　结束语

研究了含测量数据丢失现象的不确定系统的

迭代鲁棒滤波器设计问题。本文方法的基本思想
是：引入了一个随机二进制序列来描述测量数据
的丢失现象，不确定性被描述成模有界的变量，通
过最小最大博弈论和迭代策略最终获得所期望的

迭代鲁棒滤波器。与文献［８］相比，本文得到的滤
波器具有更宽的适用性和更高的精度，仿真结果
也证明了该方法的有效性。
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