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基于 Landau-de Gennes理论,利用松弛迭代法,研究了混合排列向列相液晶薄盒中 −1/2向错引起的有序重构

的扩散现象,给出了 −1/2向错的核结构、双轴性结构,以及盒厚减小时有序重构的扩散.当盒厚小于 15ξ 时,随着

盒厚的减小,向错范围和有序重构区域沿基板方向迅速扩散;当盒厚减小到临界厚度 10ξ 时,有序重构的范围扩散

到整个液晶盒中,以向错中心所对应的平面为界,指向矢一部分垂面排列,另一部分沿面排列. 本文的研究对拓扑缺

陷对向列相液晶中的亚微米胶体粒子的调节作用具有一定的理论指导意义.
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1 引 言

液晶由于其独特的存在形态和电光特性, 使

其得到广泛应用 [1−3], 液晶的物理特性及其物理

效应一直是物理研究的重要内容. 而缺陷广泛存

在于自然界中,是粒子物理学、宇宙学、凝聚态物

理学的重要内容, 其在相变 (phase transitions)、塑

性形变 (plastic deformations)、电子过程 (electronic

processes)中具有重要作用 [4]. 液晶中的缺陷除了

上述作用外, 还可以捕获纳米粒子, 调节胶体粒子

间的相互作用, 可以为胶体微组装提供有序模板,

控制缺陷位置对自组装向列序中缺陷调节的胶体

组合以及聚合和结晶化过程具有重要作用 [5]. 缺

陷影响到液晶的光学、流体动力学等特性 [4], 是

液晶基础理论研究以及电光应用领域中的重要课

题 [6,7]. 液晶中的缺陷是一种拓扑缺陷 [4,8,9], 产生

于系统连续对称性的破坏, 产生以后, 就没有连续

的形变能使它消失 (即回到原来没有畸变的排列状

态)[9]. 由于它是排列方向上的不连续变化,因此又

称之为向错 (disclination)[9,10]. 向列相中的向错通

常是强度为 m =±1的点向错以及 m =±1
2
的线向

错 [4]. 根据转动轴的方向,向错又可以分为两种类

型: 一种为转动轴平行于向错线的楔形向错 (wedge

disclination),另一种为转动轴垂直于向错线的扭曲

向错 (twist disclination)[4].

关于向错能量的定量描述一直是液晶缺陷研

究的重要内容. 由于指向矢场在向错处的奇异性,

起初,人们以 Frank弹性理论为基础,通过挖掉这些

奇异区域的方法 [10] 来计算向错周围指向矢场的畸

变能,发现液晶向错的能量与向错强度的平方成正

比.

为了研究向错区域的结构和性质,必须依赖于

以序参数张量 Q为变量的 Landau-de Gennes理论.

Schopohl和 Sluckin基于 Landau-de Gennes理论,首

次从理论上证实了强度 m = ±1
2
楔形向错中的有
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序重构现象,证实了向错核内双轴性的存在 [11],激
起了不同边界条件下向列相向错核结构和有序重

构的一系列研究 [12−18]. 实验上则多是对强电场诱
导的有序重构的研究 [17,19]. Carbone等 [20] 从实验

上实现含有 −1/2 向错的仿混合排列向列相液晶
(HAN)薄盒,通过原子力显微镜对附着在悬臂梁的
液晶小球与基板间作用力进行测量,得到力 -距离
谱,由此发现,无外场作用时,拓扑缺陷诱导的有序
重构随盒厚变化.
有序重构数学上称为本征值交换,即在向列序

的张量表述中,两个具有正交指向矢的单轴态互相
交换, 中间不存在本征矢的转动, 但本征值随位置
变化, 中间存在一双轴构型连接两个单轴态 [12,13].
该模型成功解释了混合锚定纳米尺寸的向列相样

品 [13,21] 以及强电场下的薄液晶盒 [17,22] 的实验结

果. 然而, 至今还没有人详细研究无外场作用下有
序重构的扩散现象.
本文基于 Landau-de Gennes理论,利用松弛迭

代法,研究了薄 HAN盒中 −1/2向错引起的有序重
构的扩散现象. 改变液晶盒厚, 就能控制缺陷和有
序重构的范围,这在拓扑缺陷介导方式 (topological
defect-mediated patterning) 和在控制液晶中的胶体
粒子等方面具有重要作用,对于拓扑缺陷对向列相
液晶中的亚微米胶体粒子的调节作用具有一定的

理论指导意义.

2 理论基础

2.1 Landau-de Gennes理论

Landau-de Gennes 理论中, 用二阶对称无迹序
参数张量Q来描述取向序 [23]:

Q=
3

∑
i=1

λiei⊗ ei, (1)

其中, λi 和 ei 分别为 Q的第 i个本征值和本征矢.
各向同性相, Q消失.单轴序下, Q的两个本征值相
等并且可以表示为

Q= S(3n⊗n− I), (2)

其中 S为单轴标量序参数, n为向列指向矢. Q的
所有本征值都不相等时, 液晶处于双轴态. 双轴性
的大小通过双轴性参数 β 2 来确定 [17,24]:

β 2 = 1−
6
[
tr
(
Q3
)]2

[tr(Q2)]3
, (3)

其在 [0, 1]之间取值,单轴态时 β 2 = 0;系统具有最

大双轴性时 β 2 = 1.

对于不依赖于 z轴的平面问题,在约化空间,通

过解平衡态方程,得到两个耦合方程 (详见附录):

(Q̃12,11 + Q̃12,22)−
[

AQ̃12 +(Q̃2)12 +
1
9

tr(Q̃2)Q̃12

]
+

(
L2 +L3

2L1

)(
Q̃12,11 + Q̃22,21 + Q̃11,12 + Q̃12,22

)
=0, (4a)

[(Q̃11,11 + Q̃11,22)− (Q̃22,11 + Q̃22,22)]

+

(
L2 +L3

L1

)[(
Q̃11,11 + Q̃12,21

)
−
(
Q̃21,12 + Q̃22,22

)]
−
{

A
(
Q̃11− Q̃22

)
+
[(
Q̃2)

11−
(
Q̃2)

22

]
+

1
9

tr
(
Q̃2)(Q̃11− Q̃22

)}
= 0. (4b)

2.2 数值方法

设 HAN盒上表面垂面排列,下表面沿面排列.

令液晶盒基板位于 y = ±d
2

, 向错线平行于液晶

盒的 z 轴, 且与 x− y 平面的交点为坐标原点. 远

离缺陷处, 指向矢位于 x− y 平面内, 与 x 轴夹角

θ(r) = −1
2

ϕ (r)[10], ϕ (r) 为位置矢量与 x 轴的夹

角,则初始位形为

Q̃ = t


3cos2 θ −1 3cosθ sinθ 0

3cosθ sinθ 3sin2 θ −1 0

0 0 −1

 ,

其中 t =
S
Sc

=
3
4

(
1+

√
1− 8Ã

3

)
.

采用约化变量进行计算,将约化空间离散为具

有相同间隔 ∆x = ∆y = 0.25的隔点. 对 Q̃i j 的迭代,

利用二维差分迭代方法,采用的迭代方程为

∂ F̃
(
Q̃,Λ̃

)
∂ Q̃i j

− ∂
∂ x̃k

∂ F̃
(
Q̃,Λ̃

)
∂ Q̃i j,k

= γ
∂ Q̃i j

∂ t
. (5)

数值过程中,时间步长取 5.0× 10−5 s (能够保证数

值过程的稳定性), 系统达到平衡的步数为 50000

(足以保证系统达到平衡态). 系统达到平衡态后,计

算得到序参数张量Q,对角化后得到本征值和指向

矢, 最后计算了双轴性参数 β 2 以及单位厚度液晶

的总能量. 计算流程如图 1所示.
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图 1 数值计算流程图: JJ为循环步数变量, NN 为总循环步数

3 结果与讨论

分别对厚度为 30ξ , 20ξ , 15ξ , 12.5ξ , 10ξ , 7.5ξ ,
5ξ , 3ξ 的 HAN盒进行迭代运算.令 γ = 0.0783,约
化温度 Ã = 0.25 (系统处于向列相).

HAN 盒平衡时指向矢分布有两种可能状态,
一种是按向错形式分布, 另外一种交换形式分
布 [12]: 以向错中心所对应的平面为界, 一部分沿
面排列, 另一部分垂面排列. 为了消除边界对向错
附近液晶排列的影响,计算了 x方向取不同数值范

围时,两种分布 (向错、交换形式)所对应的能量随
盒厚的变化,如图 2所示.
由图 2 可知, 当数值计算区间为 60ξ 以上时,

能量分布一样, 计算区间的边界对向错附近液晶
的排列没有影响. 因此, 我们计算时选取的区间为
90ξ ,在约化空间, x ∈ [−45, 45]. 由图 2(c)可知,当
HAN 盒厚度大于 10ξ 时, 按向错形式分布时能量
更低, 系统更稳定, 因此平衡时指向矢应按向错形
式分布.当厚度减小到 10ξ 及以下时, 两种分布能
量完全一样,此时液晶平衡时指向矢按交换形式分
布.图 3为不同盒厚指向矢分布图,其中图 3(a)—(e)
分别是盒厚为 30ξ , 15ξ , 12.5ξ , 10ξ , 3ξ 时指向矢分
布图. 盒厚大于 15ξ 时, 指向矢分布没有变化, 盒

厚对 −1/2向错没有影响.远离缺陷处,指向矢分别

通过左旋和右旋连续形变从沿面排列转化成垂面

排列; 在缺陷附近,指向矢发生了突变,以 x = 0的

切面为例, 经过向错中心, 指向矢由沿面排列突变

为垂面排列. 盒厚小于 15ξ 时,沿 x方向,指向矢突

变的区域以 x = 0切面为中心向两边扩散,盒厚度

越小,扩散范围越大.当盒厚减小到 10ξ 及以下时,

突变区域扩散到整个液晶, 以向错中心所对应的

平面为分界, 指向矢一部分沿面排列, 另一部分垂

面排列.
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图 2 两种指向矢分布 (实线按向错分布,虚线按交换形式分
布)能量随盒厚的变化 (a)数值计算区间为 x ∈[−15, 15],插
图为盒厚 [10ξ , 20ξ ]放大图; (b)数值计算区间为 x ∈[−30, 30],
插图为盒厚 [10ξ , 20ξ ]放大图; (c)数值计算区间为 x ∈[−45,
45],插图为盒厚 [10ξ , 15ξ ]放大图
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图 3 不同盒厚指向矢分布图: (a) d = 30ξ ; (b) d = 15ξ ; (c) d = 12.5ξ ; (d) d = 10ξ ; (e) d = 3ξ

指向矢由沿面排列突变到垂面排列,只能通过

有序重构实现, 即随着盒厚的减小, 有序重构范围

不断扩散, 当盒厚减小到临界厚度 10ξ 及以下时,

有序重构范围扩散到整个液晶.

为了证明此结论, 我们计算了不同盒厚下本

征值的分布,如图 4所示. 图 4中 (a), (b), (c)分别

是盒厚为 30ξ , 15ξ , 12.5ξ 沿 x = 0 切面处本征值

分布.向错核处, 两本征值相等, 为单轴态. 距向错

核约 2.5ξ 范围内,三本征值明显不相等,液晶具有

双轴态, 距向错核约 ±1ξ 处, 一本征值为零, 此时

β 2 = 1,系统的双轴性最强. 在双轴态区域,一本征

值显著增加, 而另一本征值相应减小, 发生了本征

值交换. 通过本征值交换, 液晶由沿面排列突变到

垂面排列态. 图 4(d), (e)分别是盒厚为 10ξ , 3ξ 沿
x = −5ξ 切面处本征值分布,任意一平行于 y轴切

面的本征值分布均相同.由此可知,当 HAN盒厚减

小到临界厚度 10ξ 及以下时,本征值交换扩散到整

个液晶中. 这与图 3结论一致.

图 5是不同厚度双轴性参数图. 当液晶盒厚大

于 15ξ 时,双轴性参数无明显变化,盒厚对 −1/2向

错没有影响.向错核为单轴态,被半径约 2.5ξ 的圆
形双轴态区域包围,距向错核约 1ξ 处, β 2 = 1,液晶

双轴性最强. 当盒厚小于 15ξ 时,随着厚度的减小,

双轴态范围沿 x轴方向迅速扩散,沿 y轴方向则略
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有减小. 盒厚减小到 10ξ 及以下时,沿 x轴方向,双

轴态扩散到整个液晶中,向错随之扩散到整个液晶,

由此引起的有序重构也扩散到整个液晶.

-15 -10 -5 0 5 10 15
-1.5

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

1.5

2.0
(a)

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

1.5

2.0
(b)

-6 -4 -2 0 2 4 6

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

1.5

2.0
(d)

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

1.5

2.0
(c)

-1.5 -1.0 -0.5 0 0.5 1.0 1.5
-1.5

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

1.5

2.0

(e)

d/ξ

d/ξd/ξ

d/ξd/ξ

图 4 不同盒厚本征值分布 (三条曲线分别表示三本征值,平行于横轴值为零的虚线是本征值为零的参考线) (a), (b), (c)分
别为 d = 30ξ , d = 15ξ , d = 12.5ξ 沿 x = 0切面处本征值分布图; (d), (e)分别为 d = 10ξ 和 d = 3ξ 沿 x =−5ξ 切面处本征值
分布图;任意一平行于 y轴切面本征值分布均相同

4 结 论

基于 Landau-de Gennes理论,利用松弛迭代法,
通过计算不同厚度 HAN盒中 −1/2向错的本征值、
指向矢、双轴性以及能量,研究了 HAN盒中 −1/2
向错引起的有序重构的扩散现象.盒厚小于 15ξ 时,
沿 x方向,有序重构范围以 x = 0切面为中心向两
边扩散,当液晶盒厚减小到临界厚度 10ξ 时, 向错
扩散到整个液晶,有序重构的范围也随之扩散到整

个液晶, 以向错中心所对应的平面为界, 指向矢一

部分垂面排列, 另一部分沿面排列. 本文的计算结

果与 Carbone 等 [20] 的实验结果基本一致. 通过控

制液晶盒的厚度,就能控制缺陷和有序重构的范围.

本文的研究在拓扑缺陷介导方式和在控制液晶中

的胶体粒子等方面具有重要作用,对于拓扑缺陷对

向列相液晶中的亚微米胶体粒子的调节作用具有

一定的理论指导意义.
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图 5 双轴性参数 β 2 随盒厚的变化 (图中从黑色到白色 β 2 逐渐增大) (a) d = 30ξ ; (b) d = 15ξ ; (c) d = 12.5ξ ; (d) d = 10ξ ;
(e) d = 3ξ

附 录

引入拉格朗日参数张量 [11] Λi j = λ0δi j− εi jkλk,以保证
序参数张量的对称无迹性, 则无外场作用时, 液晶体系的
Landau-de Gennes总自由能密度为

F(Q,Λ) = fe +2tr(ΛQ)+ fb, (A1)

其中 fe 为由液晶序的不均匀引起的弹性自由能密度,依赖
于序参数张量Q的空间变化率,若只考虑到Q及导数的二

次项,弹性能密度可表示为

fe =L1
∂Qi j

∂xk

∂Qi j

∂xk
+L2

∂Qi j

∂x j

∂Qik

∂xk

+L3
∂Qi j

∂xk

∂Qik

∂x j
, (A2)

fb 为本体自由能密度,只依赖于序参数张量,不依赖于其空
间变化率,具体表达式为

fb = AtrQ2 +
2
3

BtrQ3 +
1
2

C
(
trQ2)2

, (A3)
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(A2), (A3)式中, L1, L2, L3 为弹性系数, A = A0 (T −T ∗), A0,
B, C为常数, T ∗ 为最低过冷温度.

单轴序下, 平衡态时 S = − B
12C

(
1+

√
1− 24AC

B2

)
,

相变时 Sc = − B
9C

. 定义 q0 = Sc = − B
9C

, 以及约化变

量 F̃
(
Q̃,Λ̃

)
=

F
(
Q̃,Λ̃

)
B4/(9C)3 , f̃b =

fb

B4/(9C)3 , f̃ e =
f e

B4/(9C)3 ,

Q̃i j =
Qi j

q0
, Ã =

9AC
B2 , x̃ = x/ξ , ỹ = y/ξ ,其中 ξ =

√
− L1

Bq0
=√

9CL1

2B2 ,则总能量密度可约化为

F̃
(
Q̃,Λ̃

)
= f̃b +2tr

(
Λ̃Q̃

)
+ f̃e, (A4)

其中,

f̃b =ÃtrQ̃2− 2
3

trQ̃3 +
1

18
(
trQ̃2)2

, (A5)

f̃e =
∂ Q̃i j

∂ x̃k

∂ Q̃i j

∂ x̃k
+

L2

L1

∂ Q̃i j

∂ x̃ j

∂ Q̃ik

∂ x̃k

+
L3

L1

∂ Q̃i j

∂ x̃k

∂ Q̃ik

∂ x̃ j
, (A6)

N-I 相变时的约化温度为 ÃC = 1/3.

对于不依赖于 z轴的平面问题,在约化空间,通过解平
衡态方程:

∂ F̃
(
Q̃,Λ̃

)
∂ Q̃i j

− ∂
∂ x̃k

∂ F̃
(
Q̃,Λ̃

)
∂ Q̃i j,k

= 0 (A7)

并消去拉格朗日因子, 仅保留变量 Q̃11,Q̃12, 可得到正文中

(4a), (4b)两式.
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Abstract
Based on the Landau-de Gennes theory, the diffusion of order reconstruction induced by −1/2 wedge disclination in a thin hybrid

cell is investigated by the relaxation iterative method. The core structure, the biaxial structure, and the diffusion of order reconstruction
as the cell thickness decreases, are explored. The defect structure and the range of order reconstruction do not change when the cell
thickness is larger than 15ξ . As the thickness decreases from 15ξ , the defect range broadens along the substrate direction, and the
biaxial region as well as the range of order reconstruction also enlarges. When the thickness further decreases to below the critical
value of 10ξ , the biaxial region and the order reconstruction range merge into an entire cell, where the planar orientation is abruptly
converted into the perpendicular one across the biaxial wall. The results obtained in this paper are important for further studying the
regulating effect of topological defect on submicron colloidal particles in nematics.

Keywords: thin hybrid nematic liquid-crystal cell, −1/2 wedge disclination, diffusion of order reconstruction, re-
laxation iterative method
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