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　　摘　要：针对现有大部分图像稀疏逼近算法通用性不强，仅对具有某类特征的图像具有最优逼近性能的 问

题，利用小波变换与Ｔｅｔｒｏｌｅｔ变换 各 自 的 优 点，提 出 了 一 种 通 用 性 强，不 受 图 像 特 征 限 制 的 图 像 稀 疏 逼 近 算 法。
该算法分别利用小波变换与Ｔｅｔｒｏｌｅｔ变换对图像的平滑区域与细节区域进行稀疏逼近，先提取平滑区域，对平滑

区域进行修正，然后对修正后的平滑区域进行稀疏逼近。根据平滑区域稀疏逼近的结果分离出细节区域，实现对

细节区域的稀疏逼近。对一系列典型图像进行仿真 的 结 果 表 明，该 算 法 通 用 性 强，不 受 图 像 特 征 的 限 制，在 同 等

条件下，图像重构质量比传统小波变换高约５．５ｄＢ，比Ｔｅｔｒｏｌｅｔ变换高约１．０ｄＢ。
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０　引　言

　　稀疏逼近是图像处理中最基本、最核心的内容，它是图

像压缩、图像增强、图 像 特 征 提 取、图 像 内 容 检 索 等 图 像 处

理技术的基础。稀疏逼近最简单的定义是尽可能用最少的

系数去重建逼近原始图像。近年来，继小波变换之后，陆续

有多种各具特色的新方法出现［１－９］，小波变换能对平滑图像

进行最优稀疏表示，但 是 由 于 它 不 能 有 效 处 理 含 有 线 奇 异

的函数类，所以在高维 情 况 下 它 不 能 对 含 有 大 量 几 何 特 征

的图像进行最优稀疏 逼 近，陆 续 出 现 的 新 方 法 弥 补 了 小 波

变换的此类不足。Ｃｕｒｖｅｌｅｔｓ能最优逼近连续的闭曲 线［１０］。

Ｓｈｅａｒｌｅｔｓ在频域上是紧支撑的，局部化特性非常 好。Ｃｏｎｔ－
ｏｕｒｌｅｔｓ继承了Ｃｕｒｖｅｌｅｔｓ的 各 向 异 性，是 一 种 多 分 辨 率 的、

方向的、局域的逼近方法。Ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｌｅｔｓ能对交叉直线提供

最优逼近。Ｗｅｄｇｅｌｅｔｓ提 供 了 水 平 模 型 近 于 最 优 的 逼 近。

Ｇｒｏｕｐｌｅｔｓ［１１］有效 减 少 了 图 像 中 所 包 含 共 同 特 征 的 冗 余。

Ｂａｎｄｅｌｅｔｓ具有高阶方 向 消 失 矩，具 有 严 格 采 样［１２］，可 以 获

得无冗 余 的 表 示。最 小 路 径 小 波 变 换（ｅａｓｙ　ｐａｔｈ　ｗａｖｅｌｅｔ
ｔｒａｎｓｆｏｒｍ，ＥＰＷＴ）［１３－１４］充分利用 像 素 间 的 相 关 性，将 二 维

变换 简 化 为 了 一 维 变 换。Ｔｅｔｒｏｌｅｔ变 换［９，１５］是 一 种 新 的 自

适应 Ｈａａｒ小波变换，它兼顾了Ｃｕｒｖｅｌｅｔｓ等新方法的优点，

对多种几何特征都能最优逼近。以上每一种方法对于具有
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特定特征的图像才具有最优逼近性能，适用性差，本文利用

小波变换对平滑图像具 有 最 优 逼 近 性 能 和Ｔｅｔｒｏｌｅｔ变 换 能

兼顾多种几何特征最 优 逼 近 的 特 点，提 出 了 一 种 适 用 性 强

的基于Ｔｅｔｒｏｌｅｔ变换的图像稀疏逼近新方法。

１　Ｔｅｔｒｏｌｅｔ变换

文献［９］提 出 了 一 种 新 的 自 适 应 Ｈａａｒ小 波 变 换———

Ｔｅｔｒｏｌｅｔ变换，该变换的结 构 非 常 简 单。Ｔｅｔｒｏｌｅｔ变 换 首 先

将图像分为若干个４×４的块［９，１６］，然 后 根 据 每 个 块 的 图 像

几何信息对块进行拼板划分，划分为４个区域，进而对每个

区域进行离散 Ｈａａｒ小波变换，从而达到稀疏逼近的目的。

Ｇｏｌｏｍｂ等人对图像的拼板划分进行过详细的讨论，任

何一幅大小为Ｎ×Ｎ 的 图 像，只 要Ｎ 为 偶 数，那 么 该 图 像

就能由５个基本拼板组合而成，如图１所示。对于４×４的

图像，有１１７种组合方案，对于８×８的图像，有１１７４ 种组合

方案。要选取组合方 案 中 最 优 的 一 种 方 案，需 要 对 每 一 种

方案进行评估，方案 数 越 大，评 估 时 所 需 的 计 算 量 就 越 大，
在决定分块大小时，需 要 考 虑 分 块 大 小 对 计 算 量 大 小 的 影

响，当分块为４×４时，有１１７种组合方案，为８×８时，方案

数呈几何倍数增长，１１７４１１７。考虑分块大小 与 计 算 量 大

小之间的关系，选取４×４的 分 块 最 合 适。对 于４×４的 分

块，如果不考虑基本拼板 的 旋 转 和 翻 转，１１７种 组 合 方 案 可

以简化为２２种组合方案。

图１　基本拼板

输入图像 表 示 为ａ０＝（ａ［ｉ，ｊ］）Ｎ－１ｉ，ｊ＝０，其 中，Ｎ＝２Ｊ，（Ｊ∈
Ｎ），图像可以用一维索引来表示每个像素点，表示为

　Ｊ：Ｉ→ ｛０，１，２，…，Ｎ２－１｝，Ｊ（（ｉ，ｊ））：＝ｊＮ＋ｉ （１）

　　可以对图像进行Ｊ级Ｔｅｔｒｏｌｅｔ变换，进行第ｒ级（ｒ＝１，

２，…，Ｊ－１）变换的步骤为［９］

步骤１　将低通部分ａｒ－１分 为 若 干 个４×４的 块Ｑｉ，ｊ，

（ｉ，ｊ＝０，１，…，Ｎ２ｒ＋１－１
）；

步骤２　对于每一个块Ｑｉ，ｊ，进行拼板划分，有１１７种组合

方案，记为ｃ＝１，２，３，…，１１７。进行拼板划分后的每个区域记

为Ｉ（ｃ）ｓ （ｓ＝０，１，２，３）。每个区域有４个像素点，按照每个像素

点Ｊ（（ｉ，ｊ））的大小，由小到大，每个点映射为索引Ｌ（ｍ，ｎ）＝
｛０，１，２，３｝，ｍ，ｎ∈Ｉ（ｃ）ｓ 。对Ｉ（ｃ）ｓ 进 行 Ｈａａｒ小 波 变 换，能 得 到

４个低通子带ａｒ，（ｃ）和１２个Ｔｅｔｒｏｌｅｔ子带ｗｒ，（ｃ）
ｌ （ｌ＝１，２，３）。

ａｒ，（ｃ）＝ （ａｒ，（ｃ）［ｓ］）３ｓ＝０
式中

ａｒ，（ｃ）［ｓ］＝ ∑
（ｍ，ｎ）∈Ｉ

（ｃ）
ｓ

ε［０，Ｌ（ｍ，ｎ）］ａｒ－１［ｍ，ｎ］ （２）

ｗｒ，（ｃ）ｌ ＝ （ｗｒ，（ｃ）ｌ ［ｓ］）３ｓ＝０
式中

ｗｒ，（ｃ）ｌ ［ｓ］＝ ∑
（ｍ，ｎ）∈Ｉ

（ｃ）
ｓ

ε［ｌ，Ｌ（ｍ，ｎ）］ａｒ－１［ｍ，ｎ］ （３）

Ｗ：＝ （ε［ｌ，ｍ］）３ｌ，ｍ＝０ ＝ １２

１　 １　 １　 １
１　 １ －１ －１
１ －１　 １ －１
１ －１　－

熿

燀

燄

燅１　 １

（４）

　　计算出每个 方 案 的 低 通 子 带 和 Ｔｅｔｒｏｌｅｔ子 带 后，从 中

选出最优的方案，选择准则为

ｃ＊ ＝ａｒｇ　ｍｉｎ
ｃ ∑

３

ｌ＝１
∑
３

ｓ＝０
｜ｗｒ，（ｃ）ｌ ［ｓ］｜ （５）

　　选出最优方案后，每个分块Ｑｉ，ｊ进行Ｔｅｔｒｏｌｅｔ变换后的

子带为

［ａｒ，（ｃ
＊），ｗｒ，（ｃ

＊）
１ ，ｗｒ，（ｃ

＊）
２ ，ｗｒ，（ｃ

＊）
３ ］

　　步骤３　对子带ａｒ，（ｃ
＊）和ｗｒ，（ｃ

＊）
ｌ 进行重排，重排为２×２

的矩阵，为下一级变换做好准备。

ａｒ｜Ｑｉ，ｊ ＝Ｒ（ａ
ｒ，（ｃ＊））＝ ａｒ，（ｃ

＊）［０］ ａｒ，（ｃ
＊）［２］

ａｒ，（ｃ
＊）［１］ ａｒ，（ｃ

＊）［３

熿

燀

燄

燅］
（６）

同样，ｗｒｌ｜Ｑｉ，ｊ＝Ｒ（ｗ
ｒ，（ｃ＊）
ｌ ）。

步骤４　存储低通子 带 矩 阵ａｒ＝（ａｒ｜Ｑｉ，ｊ）
Ｎ
２ｒ＋１

－１

ｉ，ｊ＝０
和Ｔｅｔｒｏ－

ｌｅｔ子带矩阵ｗｒｌ＝（ｗ
ｒ

ｌ｜Ｑｉ，ｊ
）
Ｎ
２ｒ＋１

－１

ｉ，ｊ＝０
，用ａｒ 与ｗｒｌ 构成ａｒ－１

ａｒ－１ ＝ ａｒ　 ｗｒ２
ｗｒ１ ｗｒ
烄

烆

烌

烎３
（７）

　　按 照 以 上 步 骤，可 以 对 图 像 进 行 最 多Ｊ 级 Ｔｅｔｒｏｌｅｔ
变换。

２　算法实现

将图像ａ０ 分为光滑区域ａｓ 与细节区域ａｄ，即ａ０＝ａｓ＋

ａｄ。小波变换对光滑图像具有最优的稀疏逼近，但是对细节

部分中的 边 缘 和 纹 理 信 息 却 不 能 达 到 最 优 的 稀 疏 逼 近，

Ｔｅｔｒｏｌｅｔ变换正好弥 补 了 这 一 缺 点，Ｔｅｔｒｏｌｅｔ变 换 对 边 缘 和

纹理信息的稀疏逼近性能远远高于小波变换。对光滑部分

ａｓ 进行小波变换 稀 疏 逼 近，对 细 节 部 分ａｄ 进 行Ｔｅｔｒｏｌｅｔ变

换稀疏逼近，能达到对整体图像进行最优稀疏逼近的效果，

算法结构图见图２，算法步骤为

步骤１　 对图像ａ０ 进行模糊化处理，得到光滑区域ａｓ。

ａｋ＋１（ｉ，ｊ）＝Ｓｍｏｏｔｈ（ａ０，ｋ，λ）＝
ａｋ（ｉ，ｊ）＋λ（ａｋ（ｉ＋１，ｊ）＋ａｋ（ｉ－１，ｊ）＋
ａｋ（ｉ，ｊ－１）＋ａｋ（ｉ，ｊ＋１）－４ａｋ（ｉ，ｊ） （８）

ａｓ ＝ａｋ＋１（ｉ，ｊ） （９）

式中，ｋ为Ｓｍｏｏｔｈ函数循 环 的 次 数；λ为 平 滑 因 子，控 制 图

像的平滑程度。

步骤２　利用光滑区域ａｓ 求得细节区域ａｄ，细节部分中

含有大量的灰度值极小的像素点，对ａｄ 进行硬阈值处理，得

到处理后的细节区域ａ^ｄ，然后利用ａ０ 与ａ^ｄ 对ａｓ 进行修正，

可以得到比ａｓ 多一些边缘和纹理信息的ａ^ｓ。

ａｄ ＝ａ０－ａｓ （１０）
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ａ^ｄ ＝Ｔ（ａｄ，μ）＝
ａｄ，　ａｄ ≥μ
０，　ａｄ ＜
烅
烄

烆 μ
（１１）

ａ^ｓ ＝ａ０－ａ^ｄ （１２）

　　步骤３　对ａ^ｓ 进 行 双 正 交 小 波 变 换，这 里 选 取９／７双

正交小波变换，变换后，保留Ｍ 个重要系数，其 他 系 数 全 部

置０，并用这Ｍ 个重要系数重建光滑部分，得到ａ^ｓＭ。

步骤４　由ａ^ｓＭ 重新计算细节区域，并对 细 节 部 分 进 行

硬阈值处理。

ａｒ ＝ａ０－ａ^ｓＭ （１３）

ａ^ｒ ＝Ｔ（ａｒ，μ^） （１４）

　　步骤５　对ａ^ｒ 进 行Ｔｅｔｒｏｌｅｔ变 换，从 得 到 的 变 换 系 数

中，保留Ｎ 个重要的系 数，并 用 这Ｎ 个 重 要 系 数 重 建 细 节

部分ａ^ｒＮ。
经过以上５个步骤，将可以用Ｍ＋Ｎ 个 系 数 对 图 像ａ０

进行稀疏逼近，稀疏逼近后的图像ａ^０＝ａ^ｓＭ＋ａ^
ｒ
Ｎ。

图２　算法结构图

３　实验分析

为了验证算法的性能，选取６幅分辨率为５１２×５１２的

典型图像（有２６２　１４４个 像 素 点）作 为 实 验 对 象，在 Ｍａｔｌａｂ
中对本文算法进行仿真，为了便于算法性能的比较，同时对

９／７小波以及Ｔｅｔｒｏｌｅｔ变换也进 行 仿 真，分 别 进 行５级９／７
小波变换和３级Ｔｅｔｒｏｌｅｔ变换。

采用峰值信噪比（ｐｅａｋ　ｓｉｇｎａｌ－ｔｏ－ｎｏｉｓｅ　ｒａｔｉｏ，ＰＳＮＲ）作

为图像稀疏逼近性能的衡量指标，ＰＳＮＲ值越大证明重构图

像的质量越高，算法的稀疏逼近性能越好，ＰＳＮＲ定义为

ＰＳＮＲ＝１０ｌｇ２５５
２

ＭＳＥ
（１５）

式中，ＭＳＥ为分辨率为Ｍ×Ｎ 原 始 图 像ｘｉｊ与 重 构 图 像ｙｉｊ
之间的均方误差（ｍｅａｎ　ｓｑｕａｒｅ　ｅｒｒｏｒ，ＭＳＥ），其定义为

ＭＳＥ＝ １
ＭＮ∑

Ｍ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１

（ｘｉｊ－ｙｉｊ）２ （１６）

　　进行４类实验，分别验证步骤２和步骤４中ａ^ｓ，ａ^ｒ 保留

系数个数对稀疏逼近的影响，以及步骤３和步骤５中ａ^ｓ，ａ^ｒ

保留系数个数对稀疏逼近的影响。
实验１　步骤１中，平 滑 因 子λ取０．１５，循 环 次 数ｋ为

６。步骤２以及步骤４中阈值门限μ与μ^的选取，以使ａ^ｓ 与

ａ^ｒ 保留６５　５３６个非零系数 为 原 则。步 骤３中，对ａ^ｓ 进 行５
级９／７小波变换，保留Ｍ＝１　２００个非零系数。步骤５中，对
ａ^ｒ 进行３级Ｔｅｔｒｏｌｅｔ变换，保留Ｎ＝８００个非零系数。

实验２　与 实 验１相 比，Ｍ 取４　８００，Ｎ 取３　２００，其 他

参数不变。

实验３　与实验１相比，仅步骤２以及步骤４中阈值门

限μ与μ^的选取不同，实验３以保留１３１　０７２个非零系数为

原则，其他参数不变。
实验４　与实验２相比，仅步骤２以及步骤４中阈值门

限μ与μ^的选取不同，实验４以保留１３１　０７２个非零系数为

原则，其他参数不变。
仿真结果比较见表１，其中本文１是实验１与实验２的

结果，本文２是实验３和实验４的结果，ｎ为非零点的个数。
从仿真结果可以看 出，本 文 算 法 的 性 能 要 远 远 优 于９／７小

波变换，重建效果要比９／７小波变换高约５．５ｄＢ，比Ｔｅｔｒｏ－
ｌｅｔ变换高１．０ｄＢ左右。本文１和本文２相比，最主要的不

同是在取阈值门限μ与μ^时，保留的非零点个数不同，一个

为６５　５３６，另一个为１３１　０７２，在进行９／７变换以及Ｔｅｔｒｏｌｅｔ
变换之前，保留的系 数 越 多，则 最 后 逼 近 的 效 果 越 好，本 文

２的效果比本文１约 高０．６ｄＢ。部 分 仿 真 结 果 图 如 图３～
图５（ｎ＝２　０００）所示。

表１　仿真结果比较 ｄＢ

图像 ｎ　 ９／７ Ｔｅｔｒｏｌｅｔ 本文１ 本文２
Ｂａｒｂａｒａ　 ２　０００　 ２２．１５　 ２６．６２　 ２７．２５　 ２７．４６
Ｇｏｌｄｈｉｌｌ　 ２　０００　 ２３．４７　 ２６．８３　 ２７．６７　 ２８．０５
Ｃａｔ　 ２　０００　 ２２．２１　 ２７．４２　 ２８．１３　 ２８．６２
Ｆｉｓｈ　 ２　０００　 ２２．６４　 ２７．９５　 ２８．５２　 ２８．６３
Ｆ－１６　 ２　０００　 ２３．１９　 ２７．１５　 ２７．６６　 ２８．５９
Ｌｅｎａ　 ２　０００　 ２２．９６　 ２５．２７　 ２６．３２　 ２７．４１
Ｂａｒｂａｒａ　 ８　０００　 ２５．５１　 ２８．３３　 ３０．２４　 ３０．８４
Ｇｏｌｄｈｉｌｌ　 ８　０００　 ２７．３５　 ２９．８６　 ３１．０３　 ３１．２５
Ｃａｔ　 ８　０００　 ２６．０４　 ３０．２７　 ３２．３６　 ３２．６７
Ｆｉｓｈ　 ８　０００　 ２５．８５　 ２９．７２　 ３１．６７　 ３２．９７
Ｆ－１６　 ８　０００　 ２８．３２　 ２９．６８　 ３０．３２　 ３１．４２
Ｌｅｎａ　 ８　０００　 ２６．２８　 ２８．４２　 ２９．５９　 ３０．６４
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４　结束语

现有大部分图像稀疏逼近算法，不具备通用性，仅对具

有特定特征的图像才具有最优逼近性能，本文提出的算法，
吸收了小波变换对 平 滑 图 像 具 有 最 优 逼 近 性 能 与Ｔｅｔｒｏｌｅｔ
变换对多种几何特征 具 有 最 优 逼 近 性 能 的 优 点，对 图 像 的

平滑区域用小波变换进行稀疏逼近，对细节区域用Ｔｅｔｒｏｌｅｔ
变换进行稀疏逼近，以 达 到 对 图 像 平 滑 区 域 与 细 节 区 域 最

优的稀疏逼近。在算 法 验 证 阶 段，对 本 文 算 法 以 及 小 波 变

换，Ｔｅｔｒｏｌｅｔ变换进行了 仿 真。结 果 表 明，本 文 算 法 具 有 较

强的通用性，性能比传统小 波 变 换 高 约５．５ｄＢ，比Ｔｅｔｒｏｌｅｔ
变换高约１．０ｄＢ。图像稀疏逼近是图像压缩等一系列图像

处理技术的基础，将本 文 稀 疏 逼 近 算 法 应 用 于 图 像 压 缩 等

领域是下一步研究的重点。
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