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基于 Paden-Kahan子问题求解

滚仰式导引头角增量
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摘要:根据滚转俯仰双框架导引头的结构特点, 对框架进行了运动学分析。基于 Paden-Kahan 子问题, 给出了封闭形式

的滚仰角增量求解算法。通过将导引头的滚仰角增量求解分解为两个规范的 Paden-Kahan 子问题使运动学逆解由两个

简单的刚体运动组成,从而简化了滚仰角增量求解的复杂度。为避免运动学逆解不唯一,应用最小角增量准则对运动学

逆解进行了优化。数值仿真显示,求解的角增量使光轴指向误差为零, 保证了光轴与视线的重合。最后, 采用角增量求

解算法对圆周轨迹目标进行半实物跟踪实验,结果表明,提出的逆运动学算法可以有效求解滚仰式导引头滚仰角增量,

实现目标闭环跟踪。
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Solution of angle increments for rol-l pitch seekers

based on Paden-Kahan sub-problems
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Abstract: T he kinemat ic repr esentation of a ro o-l pitch seeker w as analyzed according to the special

st ructure of the seeker. A geometrical closed- form angle increment so lut ion w as proposed based on the

Paden-Kahan sub- problems. U sing this method, the angle increment so lut ion of the seeker w as de-

composed into tw o canonical Paden-Kahan subproblems, w hich led the so lut ion of inverse kinemat ics

to be tw o simple rigid mo tions. T herefore, the complex ity of the inverse kinemat ics problem w as re-

duced. Because the inverse kinemat ics of the seeker has not an exclusive solut ion, the minimum angle

increment criteria w as int roduced to opt imize the inverse kinemat ics problem. T he numer ical simula-

t ion show s that the obtained angle inerement allow s the point ing er ror o f an optical axis into zero , and

the opt ical ax is can be coincident w ith the line of sight very w ell. Finally, the sem-i phy sics t racking

experiments using the ang le increment alg rithom for a circle t rack targ et w ere performed, w hich dem-



onstr ates the ef fect iv eness o f the proposed inverse kinemat ics in solv ing the rol-l pitch ang le increment.

Key words: rol-l pitch seeker ; solution o f angle increment; Paden-Kahan sub- problem; inverse kine-

mat ics

1 �引�言

� �滚仰式导引头是新一代近距格斗空空导弹的

重要组成部分, 其功能是在高机动和大离轴角的

情况下完成对目标的自主搜索、识别、跟踪与测

量[ 1]。在末制导阶段, 其性能的好坏直接影响脱

靶量和目标打击概率[ 2-3] 。在导引头跟踪目标的

过程中,图像跟踪器实时给出在光轴坐标系下描

述的失调角。为实现可靠、高精度的目标跟踪,必

须将失调角和当前滚仰角解算为滚仰角增量指

令,完成滚转和俯仰跟踪回路的闭环
[ 4]
。

由于结构特殊, 滚仰式导引头对应的探测器

光轴运动方式是以弹体纵轴为轴线的空间圆锥运

动,因此,像点在像平面上按照极坐标描述。采用

这种结构形式, 滚转和俯仰回路会产生指令多值

问题[ 5] 。传统的角增量解算方法采用运动学关系

分别计算光轴和视线方向单位矢量在弹体坐标系

的投影, 由两矢量的恒等关系求解出滚仰角指

令[ 6] ,进而计算滚仰角增量。这种方法通常只能

求解出解空间中的一个解, 在跟踪过程中会出现

数值解频繁在不同解之间跳动的问题, 导致目标

丢失。为解决这个问题,控制系统的指令生成部

分需要采用复杂的逻辑判断和指令优化。最近几

年,基于李群、李代数的指数积公式描述机构运动

学的方法得到了极大的关注, 并在串行机器人、并

行机器人、仿人机器人和灵巧手操作的运动学分

析方面得到了广泛的应用[ 7-9]。利用指数积公式

建立的机构运动学模型, 其逆解通常采用 Paden-

Kahan子问题求解,将逆运动学问题分解为若干

个 Paden-Kahan子问题可以简化求解过程 [ 10]。

本文采用指数积公式分析了滚仰式导引头的

运动学关系,将求解光轴与视线重合的逆运动学

问题分解为 Paden-Kahan 子问题, 求解相应的

Paden-Kahan子问题来得到所有的运动学逆解。

为避免数值解在解空间中频繁跳动的问题,采用

最小增量角准则对运动学逆解进行优化,给出平

滑连续的角增量指令。

2 �运动学分析

� �导引头的运动学关系可以考虑为由滚转轴和

俯仰轴组成的开运动学链。在滚转俯仰轴线相交

点建立如图 1 所示的 5 个坐标系。其中, o-

x 0y 0z 0 为弹体坐标系; o-x 1 y 1z 1 为滚转坐标系,与

滚转轴固联, ox 1 轴与滚转轴重合, �1 为滚转角;

o-x 2y 2z 2 为俯仰坐标系(光轴坐标系) , 与俯仰轴

固联, oz 2 轴与俯仰轴重合, ox 2 轴与光轴重合, �2

为俯仰角。跟踪过程中, 光轴坐标系 o-x 2 y2 z 2 的

指向和视线之间存在失调角 ey 和 e z , 将 o-x 2y 2z 2

绕 o-y 2 旋转 ey 形成坐标系 o-x 3y 3z 3 , o-x 3 y 3z 3 绕

o-z 3 旋转 ez 形成坐标系 o-x 4y 4 z 4(视线坐标系)。

o-x 4 的指向即为视线方向。

图 1� 框架坐标系

Fig . 1 � Coo rdinat e sy st em fo r g imbal

由图 1 建立的坐标系统可知, 坐标系 o-

x 1y 1z 1 相对于坐标系 o-x 0y 0z 0 的姿态可以描述

为

R0, 1(�1)= R0, 1(0) e
�̂
1
�
1 , (1)

坐标系 o-x 2y 2 z 2 相对于坐标系 o-x 1y 1z 1 的姿态

可以描述为

R1, 2(�2)= R1, 2(0) e
�̂
2
�
2 , (2)

坐标系 o-x 3y 3 z 3 相对于坐标系 o-x 2y 2z 2 的姿态

可以描述为
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R 2, 3( ey )= R2, 3(0) e
�̂
3

e
y , (3)

坐标系 o-x 4y 4 z 4 相对于坐标系 o-x 3y 3z 3 的姿态

可以描述为

R3, 4( ez )= R3, 4(0) e
�̂
4

e
z , (4)

其中, R i- 1, i (0) � S O(3) ( i= 1, 2, 3, 4)表示在零位

状态下(�1 = 0, �2 = 0, ey = 0, e z = 0, )坐标系 o-

x iy iz i 相对于坐标系 o-x i- 1y i- 1 z i- 1的姿态; ŵ i �

SO(3) ( i= 1, 2, 3, 4)为 S O(3)的李代数, 定义为

�̂i=

0 - �iz �iy

�iz 0 - �ix

- �iy �ix 0

, (5)

�i= [ �ix , �iy , �iz ]
T 为描述在坐标系 o-x iy iz i 的旋

转轴线单位矢量。

由式( 1)- (4)可得光轴坐标系和视线坐标系

相对于弹体坐标系的姿态

R0, 2(�1 , �2) = R0, 1 (0) e
�̂
1
�
1 R1, 2 (0) e

�̂
2
�
2 , (6)

R0,4(�1 ,�2 , ey , ez)= R0, 2(�1 , �2)R2, 3(0) e
�̂
3

e
yR 3, 4(0) e

�̂
4

e
z .

(7)

3 �滚仰角增量求解算法

3. 1� Paden-Kahan子问题 1���绕单轴旋转

设 �为一零节距轴线, p , q � R
3
为空间两点,

求旋转角 ��使其满足

e
�̂��

p = q , (8)

假设 r 为旋转轴�上的一点,定义 u= p- r 为从 r

到 p 的矢量, v= q- r 为从 r 到 q 的矢量, 如图 2

所示。

由恒等式 e
�̂��
r = r可得

e
�̂��

u= v , (9)

其中, ��R
3 为轴线 �方向的单位矢量。

定义 u�和 v�分别为矢量u 和 v 在与轴线垂直平面

的投影。由几何关系可得

u�= u- ��
T
u , (10)

v�= v- ��T v , (11)

式(9)有解的充要条件为

�
T
u= �

T
v , (12)

�u��= � v�� . (13)

当满足上述关系时, 可得

u�� v�= �sin ��u�� � v�� , (14)

u�� v�= co s ��u�� � v�� , (15)

�= arctan2( �T (u�� v�) , u�T v�) . (16)

图 2 � 子问题 1

F ig . 2 � Subproblem 1

3. 2� Paden-Kahan子问题 2���绕双轴旋转

设�1 和 �2 为相交于一点的两条零节距轴线,

p , q � R
3 为空间两点, 求旋转角 ��1 和 ��2 ,使其

满足

e
�̂
1
��

1 e
�̂
2
��

2 p= q , (17)

子问题 2相当于空间点 p 先绕轴线 �2 旋转 ��2 ,再

绕轴线 �1 旋转 ��1 ,与空间点 q重合,如图 3所示。

图 3 � 子问题 2

F ig . 3 � Subproblem 2

当轴线�1 和 �2 重合时, 子问题2退化为子问

题 1,如果 ��为子问题 1 的解, 则满足 ��1 + ��2

= ��的任意 ��1 和 ��2均为子问题 2的解。

假设两轴线不重合, r 为两轴交点,空间中存

在一点 c,满足

e
�̂
2
��

2 p= c , (18)

e
- �̂

1
��

1 q= c , (19)

式(18)和(19)可以描述为向量形式

e
�̂
2
��

2 ( p- r) = c- r , (20)

e
- �̂1 ��1 ( q- r )= c- r , (21)

定义向量 u= p- r, v= q- r , z= c- r, �1 和 �2 分
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别为 �1 和 �2 方向的单位矢量。

式(20)和( 21)可以描述为

e
�̂
2
��
2 u= z , (22)

e
- �̂

1
��

1 v= z , (23)

即向量满足

�T2 u= �T2 z , (24)

�T1 v= �T1 z , (25)

� u�= � z �= � v � , (26)

由于 �1 , �2 和 �1 � �2 线性独立,可得

z= ��1+ ��2+ �( �1 � �2) , (27)

� z � 2= �2 + �2 + 2���T
1 �2+ �2 � �1 � �2 � 2

.

(28)

将式(27)代入式(24)和( 25) , 可得

�
T
2 u= ��

T
2 �1+ �, (29)

�
T
1 v= �+ ��

T
1 �2 , (30)

�=
( �

T
1 �2) �

T
2 u- �

T
1 v

( �T1 �2 )
2- 1

, (31)

�=
( �

T
1 �2) �

T
2 v- �

T
2 u

( �T1 �2 )
2- 1

, (32)

求解式(28)可得

�
2
=
� u � 2

- �
2
- �

2
- 2���

T
1 �2

� �1 � �2 � 2 . (33)

由式(27)可解得 z ,进而可以求解 c。

应用子问题 1可以求解 ��1 和 ��2

e
�̂
2
��

2 p= c , (34)

e
- �̂

1
��

1 q= c . (35)

3. 3�角增量求解步骤

使用 Paden-Kahan 子问题求解滚仰角增量

的过程为:

(1) 计算框架运动学关系 R0, 1(�1)=

R0,1(0) e
�̂
1
�
1 , R0, 2 (�1 , �2)= R0, 1(0) e

�̂
1
�
1 R1, 2(0) e

�̂
2
�
2 ;

(2) 计算弹体坐标系下的旋转轴线单位矢量 �1

= R0,1(0)e
�̂
1
�
1 �1 , �2= R0,1(0)e

�̂
1
�
1 R1,2(0)e

�̂
2
�
2 �2 ;

(3) 计算弹体坐标系下的光轴方向单位矢量

u= R 0, 2(�1 , �2) [ 1, 0, 0]
T
;

(4) 由当前滚仰角和失调角计算弹体系下的

视线方向单位矢量 v= R0. 4( �1 , �2 , ey , ez )

[ 1, 0, 0]
T
;

(5) 由 Paden-Kahan 子问题 2求解滚仰角增

量 ��1 和 ��2 ;

(6) 选择满足| ��1 | + | ��2 | 最小的解作为最

优解。

4 �数值仿真

� �对图 1所示滚仰导引头的运动学关系进行数

值仿真。仿真步骤如下:

(1) 随机选取滚仰式导引头当前滚仰角 �1 ,

�2 和跟踪器失调角 ey , ez ;

(2) 计算视线方向单位矢量在弹体系的投影

p1= R 0, 4(�1 , �2 , ey , e z ) [ 1, 0, 0]
T

;

(3) 计算滚仰角增量 ��1 和 ��2 ;

(4) 计算导引头期望滚仰角 �1+ ��1 和 �2+

��2 ;

(5) 计算光轴方向单位矢量在弹体系的投影

p v= R0, 2 (�1+ ��1 , �2+ ��2) [ 1, 0, 0]
T
;

(6) 比较 p1 和 p v , 若误差 � p1 - p v �为零,

则算法有效。

按照上述步骤, 随机选取 3组实验数据, 计算

结果如表 1所示。

表 1 � 仿真结果

Tab. 1 � Simulat ion results ( r ad)

数据 1 数据 2 数据 3

�1 0. 421 8 0. 655 7 0. 678 7

�2 0. 915 7 0. 035 7 0. 757 7

ey 0. 039 6 0. 042 5 0. 037 2

e z 0. 048 0 0. 046 7 0. 019 6

��1 - 0. 048 2 - 0. 475 8 - 0. 052 9

��2 0. 048 6 0. 057 0 0. 020 3

�1+ ��1 0. 373 6 0. 180 0 0. 625 8

�2+ ��2 0. 964 3 0. 092 7 0. 778 1

� p 1- pv � 0 0 0

仿真结果表明, 3组随机数据计算出的 � p1

- p v �均为 0, 求解出的滚仰角增量指令可以保

证光轴与视线重合。

5 �半实物跟踪实验

� �为验证算法的有效性,采用基于模型的控制

系统设计方法 [ 11] 进行如图 4 所示的半实物跟踪

实验。实验系统由工控机,串行通讯卡, DAQ 数

据采集卡,力矩电机驱动器以及滚仰式导引头实

验平台组成。其中, 导引头实验平台的滚转回路

和俯仰回路由力矩电机驱动, 滚转和俯仰角分别
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图 4 � 跟踪实验框图

Fig . 4 � Diag ram fo r tr acking exper iment

由 16位准绝对式编码器测量。忽略两个回路之

间的耦合, 实测滚转回路和俯仰回路由驱动器输

入到位置输出的频率响应曲线如图 5所示。

( a)滚转回路

( a) Ro lling circuit

( b)俯仰回路

( b) Pitching circuit

图 5 � 频率响应曲线

F ig . 5 � Bode diag rams of fr equency r esponses

工控机模拟光学和图像处理系统先由弹目

相对运动计算探测器失调角 ey 和 e z。不失一般

性,假设弹体坐标系与惯性坐标系重合, 目标在惯

性坐标系的坐标为[ x m , y m, z m]
T , 则弹目视线向

量在惯性坐标系下可以描述为

p= [ x m, y m , z m ]
T
, (36)

将视线向量 p 投影至光轴坐标系 o-x 2y 2z 2 , 可得

在光轴坐标系下描述的弹目视线向量为

pm =

p mx

p my

p mz

= R
- 1
0, 2 (�1 , �2)p . (37)

探测器失调角 ey 和 e z (如图 6所示)可以描述为

ey= - arctan
p mz

p mx
, (38)

e z= arctan
p my

p
2
mx + p

2
mz

. (39)

综合失调角 ey , ez 和滚仰角 �1 , �2 , 由前述滚

仰角增量求解步骤, 可以计算最优滚仰角增量

��1 和 ��2。

图 6 � 探测器失调角

Fig . 6 � Bo resight err or

为简化实验设计,伺服系统设计过程中省略

了速度回路, 仅采用位置闭环。滚仰角增量 ��1

和 ��2 分别经位置回路控制器计算控制指令, 滚

转回路和俯仰回路控制器传递函数分别为

Gp
1
( s)= 0. 57+ 0. 9

s
+ 0. 02s

0. 002 5s+ 1
, (40)

Gp
2
( s)= 13. 3+

0. 33
s

+
0. 066 7s

0. 001 7s+ 1
. (41)

DAQ 将控制指令转换为模拟电压加载到力

矩电机驱动器(控制周期为 1 ms) , 力矩电机驱动

器工作在力矩控制模式, 跨导为 0. 6 A/ V , 驱动

导引头实验平台产生滚仰角 �1 和 �2。工控机经

由 422 串行通讯卡采集导引头位置传感器数据,

获取滚仰角 �1 和 �2 形成位置闭环。假设目标在

惯性空间的运动为

x m( t )= 1 000� � � � , (42)
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y m ( t) = 200sin(0. 628t ) , (43)

z m ( t )= 200cos( 0. 628t) , (44)

其轨迹为与弹轴垂直的平面内的圆周。跟踪结果

图 7 � 跟踪实验结果

F ig. 7� Result s o f tracking experiment

如图所示,由图 7可知,在 100 ms左右,导引头实

现对目标的跟踪, 稳定跟踪后光轴坐标系 y 和 z

方向的最大失调角分别为0. 005 6 r ad和 0. 002 2

rad。实验结果表明, 提出的角增量求解方法可以

有效实现目标的闭环跟踪。

6 �结 �论

� �提出一种基于 Paden-Kahan 子问题的滚仰

式导引头滚仰角增量求解算法。采用指数积公式

分析了滚仰导引头的运动学关系, 将求解光轴与

视线重合的逆运动学问题分解为 Paden-Kahan

子问题,从而得到所有的运动学逆解。为避免数

值解在解空间中的多值问题, 采用最小增量角准

则对滚仰角增量进行优化。数值仿真结果表明,

求解的角增量使光轴指向误差为 0, 即可以保证

光轴与视线重合。对圆周轨迹目标进行半实物闭

环跟踪实验,光轴坐标系 y 和 z 方向的最大失调

角分别为 0. 005 6和 0. 002 2 rad。实验结果验证

了算法的有效性。
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�下期预告

基于压电偏转系统的卫星平台振动补偿方法

韩诚山,李祥之,文明,赵庆磊,姜肖楠

(中国科学院 长春光学精密机械与物理研究所,吉林 长春 130033)

针对卫星平台振动严重影响空间光通信跟瞄精度的问题,提出了基于压电偏转控制系统的扰动补

偿方案,建立了压电偏转系统的数学模型, 设计了基于改进型 LM S 滤波算法的自适应控制器,分析了

最优步长选择的影响因素,并针对输入信号的相位延迟问题, 设计了自适应延迟滤波器,不仅有效地补

偿了相位延迟, 还可通过自适应调节输入信号相位,在不增加步长的前提下提高了收敛速率。最后进行

了实验验证,结果表明补偿后的残余误差仅为 �r ad 量级,补偿因子达 85%以上,验证了补偿算法的有

效性和可行性。
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