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摘　要：应用偏微分理论，提出一种改进的基于偏微分方程的非线性图像去噪与增强方法，对传统的Ｐ－Ｍ非
线性扩散模型进行改进。首先将图像变换到梯度域，然后通过改变梯度域扩散函数来达到去噪和增强的目
的。与以往的时域和频域图像去噪方法相比，本文方法不仅能有效去除噪声，还能很好地保留图像的纹理细
节。文章采用有限差分法将偏微分方程离散化，并结合热方程简化计算复杂度，从而实现简单快速的计算过
程，为实时的图像去噪与增强处理提供保证。
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１　引　　言

在工程应用中，图像往往要经过各种传输和

转换，在过程中会受到各种因素的影响而使最终
的图像质量下降。为了能顺利进行图像的后续工
作，图像去噪和增强成为图像处理领域的关键环
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节，它不仅可以提高人类视觉识别信息的准确性，

还是对图像做进一步处理的可靠保证。近年来，

非线性扩散滤波方法在图像处理领域得到了广泛

应用。非线性扩散过程是与物理中热扩散过程相
符合的动力学描述，可以在对图像进行平滑的同
时去除噪声，并且使得图像边界的轮廓不被扩散。

偏微分扩散方程就是一种典型的非线性扩散滤波

方法。

传统的空域线性滤波方法主要有均值滤波、

中值滤波和高斯滤波等。此类方法理论发展较为
成熟，数字分析简单，对滤除与信号不相关的噪声
效果较明显；但本身存在着明显的缺陷，在平滑掉
噪声的同时会把图像的边缘纹理细节也平滑模

糊。基于频域的小波边缘检测去噪方法［１］也广泛
应用于图像处理的各个领域，其特殊的时频分辨
能力使其基本取代了传统的频域分析方法。该方
法比较适用于在有用信号和噪声的频带相互分离

时去除确定性噪声，而对有用信号和噪声的频带
相互重叠的情况则处理效果不太理想。所以用非
线性扩散滤波方法取代传统的线性滤波是必然的

趋势。

１９９０年，Ｐｅｒｏｎａ和 Ｍａｌｉｋ［２］提出了保持边界

的非线性扩散方程［３］，克服了线性扩散滤波的缺
点，对图像去噪效果有了很大的改善，但在去噪和
保持边界的微小细节方面处理效果仍然不是很理

想。本文通过改进Ｐ－Ｍ各向异性扩散模型，选择
合适的扩散系数方程，在去除图像随机噪声和保
持边缘细节方面取得了很好的效果。

２　Ｐ－Ｍ非线性扩散模型

在物理学里，如果介质（如气体、液体和固体）

中存在某种杂质，并且其浓度分布不均匀，则杂质
将从浓度高的区域向浓度低的区域迁移。若以函
数ｕ（ｘ，ｙ，ｔ）表示浓度随空间和时间的变化，那么
空间分布的不均匀性可用梯度ｕ来表示。在一
定条件下，流量与浓度梯度的关系为：

Ｊ＝－Ｄｕ （１）

式（１）中，负号表示流量由高浓度向低浓度处流
动；Ｄ为扩散张量，是正定对称矩阵。杂质在扩散
的过程中不会产生新的也不会损失，所以可以用
连续方程表示为式（２）：

ｕ
ｔ＝－

ｄｉｖＪ （２）

式中ｔ为时间。将式（１）代入式（２）得扩散方
程为：

ｕ
ｔ＝

ｄｉｖ（Ｄ·ｕ） （３）

　　将物理扩散理论应用到图像去噪算法中，为
了达到去噪并同时保留边缘的目的，希望在图像
比较平坦的区域传导系数能自动增大，可使平坦
区域中较小的不规则起伏噪声被平滑；而在图像
的边缘附近，传导系数能自动减小，从而边缘可几
乎不受影响。于是Ｐｅｒｏｎａ和 Ｍａｌｉｋ首先提出了

如下的非线性扩散模型［４－６］：

ｕｔ
ｔ ＝

ｄｉｖ［ｇ（ｕｔ ）ｕｔ］

ｕ（ｘ，ｙ，０）＝ｕ０（ｘ，ｙ
烅
烄

烆 ）
（４）

式中ｕｔ为时刻ｔ时的图像，ｕｔ 为图像的梯度。

函数ｇ（ｕｔ ）称为扩散函数，其值表示扩散强

度，通常ｇ（ｕｔ ）为非负的光滑单调下降函数，

现给定了两种形式，分别为：

ｇ（ｕｔ ）＝ １

１＋ ｕｔ（ ）ｋ

２ （５）

和

ｇ ｕｔ ＝ｅ－
ｕｔ（ ）ｋ

２ （６）

式中ｋ为梯度阈值。Ｐ－Ｍ 非线性扩散模型能解
决抑制噪声和保留边缘两者之间的矛盾，取得了

较好的效果，但也存在着一些缺陷［７］：

（１）各向异性扩散不但在垂直梯度的方向扩
散，同时在梯度方向也在扩散，而且与梯度幅度有

关。当图像梯度很大时，虽然扩散系数ｇ（ｕｔ ）

趋近于零，但是始终不能为零，即在边缘处仍然有
领域之间的扩散，从而模糊了边缘和纹理。

（２）当原始图像ｕ０ 被噪声严重污染或对比度

很低的情况下， ｕｔ 大幅度震荡，从而导致平
滑的效果很不理想。

３　改进的非线性扩散模型

针对Ｐ－Ｍ非线性扩散模型的缺陷，本文着重

考虑如何改进扩散函数，使图像在比较平坦的区
域扩散幅度比较大，而在有边缘和纹理的地方逐
渐减小扩散直到停止扩散，从而很好地保留边缘
和纹理；同时，在图像被噪声污染严重或对比度比
较低的情况下，扩散效果仍然较好。现如下构造
扩散函数：
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ｇ（ｕｔ）＝
（ｋ１－ｕ１）×（ｕｔ＋ｋ２）

１＋ ｕｔ ２

ｋ３

（７）

式中ｋ１、ｋ２、ｋ３ 为梯度门限。该扩散函数与梯度
值的关系如图１所示。
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图１　扩散函数与梯度的关系

Ｆｉｇ．１　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ａｎｄ　ｇｒａｄｉｅｎｔ

通过图１的扩散函数与梯度的关系可以看
出：当梯度值非常小时，扩散幅度非常大，可以快
速地将噪声除掉；随着梯度值的增加，扩散函数逐
渐减小，直到停止扩散，从而很好地保留了边缘和
纹理。选择不同的梯度门限ｋ１、ｋ２ 和ｋ３ 的值，可
以控制扩散函数的扩散速度以及停止扩散的梯度

阈值。

另外，本文在扩散模型中还加入了强度系数，

使得图像在去除噪声的同时能增强细节信息，从
而低对比度图像也能有较好的视觉效果。模型公
式如下：

ｕｔ（ｘ，ｙ）
ｔ ＝ｄｉｖ［ｇ（ｕｔ）ｕｔ］＋ω×ｕｔ （８）

式中ω为强度因子，ｄｉｖ为散度算子。

４　模型的数值解法

常用的求解偏微分方程的数值方法主要有有

限差分法、有限元法和有限体积法［８］等。在图像
处理应用中，有限差分法最为常用，因为待处理的
图像通常是在二维空间中，按等间隔采样而得到
的离散化数字图像恰好构成了有限差分法所需要

的等分网格。本文中梯度运算采用向前差分来近
似［９］，为了保持平衡，散度运算采用向后差分来
近似。

时间偏微分：

ｕｔ
ｔ

ｎ

ｉ
≈
ｕｎ＋１ｉ －ｕｎｉ
Δｔ

（９）

　　空间偏微分：

ｕｔ
ｘ

ｎ

ｉ
≈
ｕｎｉ＋１－ｕｎｉ
Δｘ ＝ｕ

（ｘ＋Δｘ，ｙ）ｎ－ｕ（ｘ，ｙ）ｎ

Δｘ
（１０）

ｕｔ
ｙ

ｎ

ｉ
≈
ｕｎｉ＋１－ｕｎｉ
Δｙ ＝ｕ

（ｘ，ｙ＋Δｙ）ｎ－ｕ（ｘ，ｙ）ｎ

Δｙ
（１１）

　　散度算子：

ｄｉｖ［ｇ（ｕｔ）ｕｔ］＝


ｘ ｇ

（ｕｔ）ｕｔ［ ］ｘ ＋ｙ ｇ
（ｕｔ）ｕｔ［ ］ｙ （１２）

令ｇ（ｕｔ）ｕｔ＝Ｇ，则：

ｄｉｖ（Ｇ）＝Ｇｘｘ＋
Ｇｙ
ｙ ＝

Ｇ（ｘ，ｙ）ｎ－Ｇ（ｘ－Δｘ，ｙ）ｎ

Δｘ ＋

Ｇ（ｘ，ｙ）ｎ－Ｇ（ｘ，ｙ－Δｙ）ｎ

Δｙ
（１３）

　　以上差分方法的空间步长Δｘ和Δｙ均取１。
综合公式（９）～（１３）可得改进模型的迭代过程
如下：

ｕｎ＋１（ｘ，ｙ）＝ｕｎ（ｘ，ｙ）＋
Δｔ［ｇ（ｕｎ（ｘ，ｙ）］［ｕｎ（ｘ＋１，ｙ）－ｕｎ（ｘ，ｙ）］－
ｇ［ｕｎ（ｘ－１，ｙ）］［ｕｎ（ｘ，ｙ）－ｕｎ（ｘ－１，ｙ）］＋
ｇ［ｕｎ（ｘ，ｙ）］［ｕｎ（ｘ，ｙ＋１）－ｕｎ（ｘ，ｙ）］－
ｇ［ｕｎ（ｘ，ｙ－１）］［ｕｎ（ｘ，ｙ）－ｕｎ（ｘ，ｙ－１）］＋

ω×ｕｎ（ｘ，ｙ） （１４）

　　本文在数值计算过程中，不仅采用空域有限
差分法，还采用了时域有限差分法。图像在梯度
场重建的过程中不是通过最小二乘法求得Ｐｏｉｓ－
ｓｏｎ方程直接求解，而是引用热方程，采用时域有
限差分法，通过对时间ｔ的偏导进一步转化为迭
代过程来实现。本文方法简单直观，而且大幅减
小了计算量和存储空间，为实现实时图像去噪处
理提供了保障。

５　实验结果与分析

为了证明本文改进算法的优越性，进行了一
组仿真对比实验，将一幅带有噪声的原始图像分
别进行中值滤波、高斯滤波、小波去噪、Ｐ－Ｍ 模型
以及本文改进模型处理。在改进模型中，取ｋ１＝
３５，ｋ２＝８，ｋ３＝３５，Δｔ＝０．０００　１，ω＝１，迭代次数

ｎ＝３０。处理结果如图２所示。

　　通过以上图片的对比可以看出：中值滤波和
高斯滤波除噪的效果不明显；小波去噪模糊了边
缘；Ｐ－Ｍ模型虽能除去噪声，但部分纹理细节也模
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

图２　带噪声原图及其经过各种滤波算法后的结果对比．（ａ）原图；（ｂ）中值滤波结果；（ｃ）高斯滤波结果；（ｄ）小波去噪结

果；（ｅ）Ｐ－Ｍ滤波结果；（ｆ）本文改进算法结果．

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｏｒｉｇｉｎａｌ　ｉｍａｇｅ　ｗｉｔｈ　ｎｏｉｓｅ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｆｉｖｅ　ｆｉｌｔｅｒｉｎｇ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．（ａ）Ｏｒｉｇｉｎａｌ　ｉｍａｇｅ；（ｂ）

Ｍｅｄｉａｎ　ｆｉｌｔｅｒｉｎｇ　ｒｅｓｕｌｔ；（ｃ）Ｇａｕｓｓｉａｎ　ｆｉｌｔｅｒｉｎｇ　ｒｅｓｕｌｔ；（ｄ）Ｗａｖｅｌｅｔ　ｄｅ－ｎｏｉｓｉｎｇ　ｒｅｓｕｌｔ；（ｅ）Ｐ－Ｍ　ｆｉｌｔｅｒｉｎｇ　ｒｅｓｕｌｔ；（ｆ）

Ｉｍｐｒｏｖｅｄ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍ　ｒｅｓｕｌｔ．

糊了；本文算法不但有效地去除了噪声，还很好地
保留了边缘和纹理细节。

下面对Ｐ－Ｍ 模型和本文改进模型进行客观
评价。常用的客观评价指标有：绝对均方误差

（ＭＳＥ）、绝对均值误差 （ＭＡＥ）、峰值信噪比
（ＰＳＮＲ）、结构相似法（ＳＳＩＭ）和平均梯度等 ［８］。

本文采用峰值信噪比（ＰＳＮＲ）［７］对图像去噪结果
进行客观评价，表达式为



：

ｋＰＳＮＲ ＝１０ｌｏｇ１０ ２５５２

１
ｍ×ｎ

ｍ

ｘ＝１

ｎ

ｙ＝１

［ｕ（ｘ，ｙ）－ｆ（ｘ，ｙ）］２
（１５



）
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* 本文算法的峰值信嗓比
P-M 模型的峰值信噪比

图３　Ｐ－Ｍ模型与改进模型的峰值信噪比曲线图

Ｆｉｇ．３　ＰＳＮＲ　ｃｕｒｖｅ　ｏｆ　Ｐ－Ｍ　ｍｏｄｅｌ　ａｎｄ　ｉｍｐｒｏｖｅｄ　ｍｏｄｅｌ

式中ｍ×ｎ是图像的大小，ｕ（ｘ，ｙ）和ｆ（ｘ，ｙ）分别

是原始图像和滤波后图像在（ｘ，ｙ）处的像素值。

Ｐ－Ｍ非线性扩散模型和本文改进模型的峰值信
噪比的对比曲线如图３所示。

通过曲线的对比可以看出，本文改进模型的

８峰值信噪比始终比Ｐ－Ｍ 模型的峰值信噪比大，

即说明改进模型的除噪效果比Ｐ－Ｍ扩散模型好。

６　结　　论

本文在进行图像去噪算法中脱离了传统的时

域或频域滤波，将图像变换到梯度域，应用偏微分
方程，对Ｐ－Ｍ 非线性扩散模型进行改进，克服了

Ｐ－Ｍ模型的不足并很好地处理了图像去噪与边
缘保留两者之间的矛盾。通过构造合适的扩散函
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数，不仅达到了去噪目的，而且还完整保留了图像
的纹理细节。但本文改进模型也存在一些问题，

例如参数较多、参数的选择不能够自适应等，这将
在今后的工作中进一步改进。
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