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摘　要：讨论了低速工况下，由摩擦造成极限环现象。首先，采用分段线性化的方法，将Ｓｔｒｉ－
ｂｅｃｋ摩擦模型转换为线性的摩擦模型，获得了系统的状态方程；随后，应用系统平衡点性质分

析和Ｐｏｉｎｃａｒｅ－Ｂｅｎｄｉｘｓｏｎ定理，证明了极限环的存在，确定了存在区域；最后，通过对Ｐｏｉｎｃａｒｅ
映射的分析，判断了极限环的稳定性。仿真与实验结果均表明，在低速状态下，受摩擦扰动的

伺服系统存在稳定的极限环；原因是运动过程中平衡点的稳定性反复发生变化。对系统根轨

迹的分析表明：避免极限环出现的方法在于系统受摩擦扰动时，保证闭环系统的鲁棒稳定性。
关键词：自动控制技术；摩擦扰动；非线性动力学；极限环；速度平稳性

中图分类号：ＴＰ２７３　　文献标志码：Ａ　　文章编号：１６７１－５４９７（２０１１）０１－０２１４－０７

Ｒｅａｓｏｎｉｎｇ　ａｎｄ　ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ｏｆ　ｌｉｍｉｔ　ｃｙｃｌｅ　ｇｅｎｅｒａｔｅｄ　ｂｙ　ｆｒｉｃｔｉｏｎ　ｉｎ　ｓｅｒｖｏ　ｓｙｓｔｅｍ

ＳＯＮＧ　Ｙａｎ１，２，ＧＡＯ　Ｈｕｉ－ｂｉｎ１，ＴＩＡＮ　Ｙａｎ－ｔａｏ３，ＺＨＡＮＧ　Ｓｈｕ－ｍｅｉ　１

（１．Ｃｈａｎｇｃｈｕｎ　Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ　ｏｆ　Ｏｐｔｉｃｓ，Ｆｉｎｅ　Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　ａｎｄ　Ｐｈｙｓｉｃｓ，Ｃｈｉｎｅｓｅ　Ａｃａｄｅｍｙ　ｏｆ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｃｈａｎｇｃｈｕｎ　１３００３３，

Ｃｈｉｎａ；２．Ｇｒａｄｕａｔｅ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｃｈｉｎｅｓｅ　Ａｃａｄｅｍｙ　ｏｆ　Ｓｃｉｅｎｃｅ，Ｂｅｉｊｉｎｇ１０００３９，Ｃｈｉｎａ；３．Ｌａｂ　ｏｆ　Ｃｏｎｔｒｏｌ　Ｔｈｅｏｒｙ
ａｎｄ　Ｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔ　Ｓｙｓｔｅｍ，Ｊｉｌｉｎ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｃｈａｎｇｃｈｕｎ１３００２２，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｔｈｅ　ｐｈｅｎｏｍｅｎｏｎ　ｏｆ　ｌｉｍｉｔ　ｃｙｃｌｅ　ｗａｓ　ｏｂｓｅｒｖｅｄ　ｉｎ　ｌｏｗ－ｖｅｌｏｃｉｔｙ　ｓｅｒｖｏ　ｓｙｓｔｅｍ．Ｗｉｔｈ　ｔｈｅ　ｈｅｌｐ　ｏｆ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｔｏｏｌｓ，ｔｈｉｓ　ｐａｐｅｒ　ａｎａｌｙｚｅｓ　ｔｈｅ　ｋｉｎｅｔｉｃｓ　ｏｆ　ｌｉｍｉｔ　ｃｙｃｌｅ　ａｎｄ　ｆｉｎｄｓ　ｏｕｔ　ｔｈｅ　ｒｅａｓｏｎｓ　ｔｈａｔ
ｉｎｄｕｃｅ　ｔｈｉｓ　ｐｈｅｎｏｍｅｎｏｎ．Ｆｉｒｓｔ，ｔｈｅ　Ｓｔｒｉｂｅｃｋ　ｍｏｄｅｌ　ｗａｓ　ｃｏｎｖｅｒｔｅｄ　ｔｏ　ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ　ｌｉｎｅａｒｉｚｅｄ　ｆｒｉｃｔｉｏｎ
ｍｏｄｅｌ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｓｔａｔｅ　ｓｐａｃｅ　ｍｏｄｅｌ　ｗａｓ　ａｌｓｏ　ｏｂｔａｉｎｅｄ．Ｔｈｅｎ，ｂｙ　ａｎａｌｙｚｉｎｇ　ｔｈｅ　ｆｅａｔｕｒｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｙｓｔｅｍ
ｂａｌａｎｃｅ　ｐｏｉｎｔ　ａｎｄ　ｕｓｉｎｇ　Ｐｏｉｎｃａｒｅ－Ｂｅｎｄｉｘｓｏｎ　ｔｈｅｏｒｅｍ，ｔｈｅ　ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｌｉｍｉｔ　ｃｙｃｌｅ　ｗａｓ　ｐｒｏｖｅｄ．Ｔｈｅ
ｒｅｇｉｏｎ　ｗｈｅｒｅ　ｔｈｅ　ｌｉｍｉｔ　ｃｙｃｌｅ　ｏｃｃｕｒｓ　ｗａｓ　ａｌｓｏ　ｆｏｕｎｄ．Ｆｉｎａｌｌｙ，ｔｈｅ　ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｌｉｍｉｔ　ｃｙｃｌｅ　ｗａｓ
ａｎａｌｙｚｅｄ　ｂａｓｅｄ　ｏｎ　ｔｈｅ　Ｐｏｉｎｃａｒｅ　ｍａｐ．Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ　ａｎｄ　ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｓｈｏｗ　ｔｈａｔ，ｕｎｄｅｒ　ｌｏｗ－ｖｅｌｏｃｉｔｙ
ｓｔａｔｅ，ｓｔａｂｌｅ　ｌｉｍｉｔ　ｃｙｃｌｅ　ｏｃｃｕｒｓ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｓｅｒｖｏ　ｓｙｓｔｅｍ　ｔｈａｔ　ｉｓ　ｄｉｓｔｕｒｂｅｄ　ｂｙ　ｆｒｉｃｔｉｏｎ．Ｔｈｅ　ｒｅａｓｏｎ　ｉｓ　ｔｈａｔ　ｔｈｅ
ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ　ｃｈａｎｇｅｓ　ｒｅｐｅａｔｅｄｌｙ．Ｔｈｒｏｕｇｈ　ｔｈｅ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｙｓｔｅｍ　ｒｏｏｔ　ｌｏｃｕｓ，ｔｈｅ
ｍｅａｓｕｒｅ　ｔｏ　ｅｌｉｍｉｎａｔｅ　ｔｈｅ　ｌｉｍｉｔ　ｃｙｃｌｅ　ｉｓ　ｆｏｕｎｄ．
Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：ａｕｔｏｍａｔｉｃ　ｃｏｎｔｒｏｌ　ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ；ｆｒｉｃｔｉｏｎ　ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ；ｎｏｎ－ｌｉｎｅａｒ　ｄｙｎａｍｉｃ；ｌｉｍｉｔ　ｃｙｃｌｅ；

ｖｅｌｏｃｉｔｙ　ｓｔａｂｉｌｉｔｙ



第１期 宋　彦，等：伺服系统受摩擦扰动产生极限环的原因及稳定性分析

　　摩擦作为一种非线性扰动，在各类伺服系统

中广泛存在。尤其当伺服系统处于低速状态时，
对速度平稳性影响显著。文献［１］综述了摩擦对

伺服系统产生的影响，主要表现为零速附近的速

度畸变、极限环振荡等现象。文献［２］采用了描述

函数法，分 析 了 当 位 置 环 采 用ＰＩＤ算 法 时，若 静

摩擦大于滑动摩擦，将会出现滞滑现象（Ｓｔｉｃｋ－ｓｌｉｐ
ｍｏｔｉｏｎ），速度输出表现出周期运动的行为。文献

［３，４］提出了一种计算滞滑现象周期的方法。随

着摩擦模型理论的完善，文献［５］采用了动态摩擦

模型研究了存在摩擦时的系统动力学行为。总结

现阶段国内外研究现状，作者认为：①大部分文献

在讨论这一问题时，都采用静摩擦＋库仑摩擦的

模型。采用这一模型，忽略了 摩 擦 的Ｓｔｒｉｂｅｃｋ效

应，没有充分反映出伺服系统低速状态时的一些

运动学特点；②目前文献对出现极限环振荡的原

因探讨尚不多见，对极限环现象的判断也大多基

于数值仿真。
针对上述问题，本文以经纬仪伺服系 统 为 研

究对象，研究系统受摩擦扰动时出现的极限环现

象，分析极限环的特点和产生原因，以及避免出现

极限环、保持速度平稳性的方法。

１　系统数学模型

１．１　摩擦模型及其线性化结果

本文采用Ｓｔｒｉｂｅｃｋ模型［１］反映系统的摩擦扰

动，这是一种静态摩擦模型，其模型描述为：

Ｆｆ ＝
［ＦＣ＋（ＦＳ－ＦＣ）ｅ－｜ω／ωＳ｜］ｓｉｇｎ（ω）＋Ｆωω，

　　ω≠０
ｕ，ω＝０ａｎｄ｜ｕ｜＜ＦＳ
ＦＳｓｉｇｎ（ｕ），

烅

烄

烆 ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ
（１）

式中：ＦＳ 为物体所受的静摩擦力；ＦＣ 为库仑摩擦

力；ω为物体的运动角速度；Ｆω 为黏滞摩擦因子；

ωＳ 为Ｓｔｒｉｂｅｃｋ速度；ｕ为输出转矩。
考虑对摩 擦 模 型 采 用 分 段 线 性 化 的 表 示 方

法［６］，对１、３象限的摩擦力曲线分别用两段直线

近似。以速度正方向为例，将式（１）的非线性模型

在 ［０，Ｆｆ（０）］点做Ｔａｙｌｏｒ级数展开：

ｄ１ ＝ＦＳ＋
Ｆｆ（ω）
ω ω＝０

ω＋Δω≈

ＦＳ＋（Ｆω－
ＦＳ－ＦＣ
ωＳ

）ω （２）

　　同理，在速度最高点处展开式为

ｄ２ ＝Ｆｆ（ωｍａｘ）＋
Ｆｆ（ω）
ω ω＝０

（ω－ωｍａｘ）Δω≈

Ｆｆ（ωｍａｘ）＋（Ｆω－
ＦＳ－ＦＣ
ωＳ

ｅ－
ωｍａｘ
ωＳ ）（ω－ωｍａｘ）

（３）
设ｄ１、ｄ２两条直线相交于ωＳｗ 点，如图１所示。当ω
＞０时的摩擦模型可以描述为

Ｆｌ＋ ＝
ｂ１＋ｋ１ω，０＜ω≤ωＳｗ
ｂ２＋ｋ２ω，ωＳｗ ＜ω≤ω｛ ｍａｘ

（４）

式中：ｂ１ ＝ＦＳ；ｋ１ ＝Ｆω －（ＦＳ －ＦＣ）／ωＳ；ｂ２ ＝
Ｆｆ（ωｍａｘ）－｛Ｆω－［（ＦＳ－ＦＣ）／ωＳ］ｅ－ωｍａｘ／ωＳ｝ωｍａｘ；ｋ２
＝Ｆω － ［（ＦＳ －ＦＣ）／ωＳ］ｅ－ωｍａｘ／ωＳ；ωＳｗ ＝ （ｂ１ －
ｂ２）／（ｋ２－ｋ１）。

速度反方向的摩擦模型可以用同样的方法得

到类似的结果。

图１　Ｓｔｒｉｂｅｃｋ摩擦模型及在速度正方向的线性化

Ｆｉｇ．１　Ｌｉｎｅａｒｉｚａｔｉｏｎ　ｏｆ　Ｓｔｒｉｂｅｃｋ　ｍｏｄｅｌ　ｉｎ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ｖｅｌｏｃｉｔｙ

１．２　模型参数

当０＜ω＜ωＳ 时，ｂ１为静摩擦力，ｋ１表现了在

低速状态下Ｓｔｒｉｂｅｃｋ效应反映出的摩擦力随速度

增大而减小的特性。当ω＞ωＳ 时，若有ωｍａｘ →＋
∞，则有：

ｂ２ ＝ ｌｉｍ
ωｍａｘ→∞

Ｆｆ（ωｍａｘ）－（Ｆω－

ＦＳ－ＦＣ
ωＳ

ｅ－
ωｍａｘ
ωＳ ）ωｍａｘ＝ＦＣ （５）

ｋ２ ＝ ｌｉｍ
ωｍａｘ→∞

Ｆω－
ＦＳ－ＦＣ
ωＳ

ｅ－
ωｍａｘ
ωＳ ＝Ｆω （６）

式中：ｂ２、ｋ２ 分别为库仑摩擦力和黏滞摩擦因子。
这一模型虽然忽略了摩擦的动态特 性，但 文

献［６］指出，一个准确的Ｓｔｒｉｂｅｃｋ模型，能够对整

个摩擦现象 做 到９０％的 近 似。且 忽 略 的 摩 擦 特

性大多发 生 在 速 度 过 零 时，如 磁 滞（ｈｙｓｔｅｒｅｓｉｓ）、
静摩擦 的 可 变 特 性（ｖａｒｙｉｎｇ　ｂｒｅａｋ　ａｗａｙ　ｆｏｒｃｅ），
对于本文考察的低速平稳性，这些情况基本不会

·５１２·
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发生。所以，可以采用分段线性化的摩擦模型研

究系统的特性。综上考虑，可将摩擦力建模为

Ｆｆ（ω）＝ｄｉ＋ＦΔ，ｉ＝１，２，３，４ （７）
式中：ＦΔ 为建模误差，｜ＦΔ｜≤ＦΔｍａｘ。

１．３　伺服系统数学模型

经纬仪伺服系统结 构［７］如 图２所 示，以 某 型

号经纬仪伺服系统为例，图中各环节及摩擦模型

参数 取 值 为：ＫＰＷＭ＝４３．４７；ＫＴ＝８６．３２Ｎ·ｍ／

Ａ；Ｒ＝３．３１Ω；Ｋｅ＝８６．３２Ｖ／（ｒａｄ·ｓ－１）；Ｊ＝
１０７５．３５Ｎ·ｍ２；ＦＳ＝３５Ｎ·ｍ；ＦＣ＝２５Ｎ·ｍ；

Ｆω＝０．０８７３Ｎ·ｍ·ｓ／（°）；ωＳ＝０．１（°）／ｓ。

图２　经纬仪伺服系统结构简图

Ｆｉｇ．２　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ　ｏｆ　ｔｈｅｏｄｏｌｉｔｅ　ｓｅｒｖｏ　ｓｙｓｔｅｍ

　　位置环调节器为ＧＰＣ ＝７
（０．５ｓ＋１）
３ｓ＋１

，速度环

调节器为ＧＶＣ ＝１５０
（０．１ｓ＋１）
０．８ｓ＋１

，根 据 上 述 参 数，

在ω∈ （０，ωｍａｘ）内线性化以后的摩擦模型为

Ｆｆ ＝
Ｆｌ１∶Ｆｆ１ ＝－２５７８７．９６５６ω＋３５，ω∈ （０，ωＳ］

Ｆｌ２∶Ｆｆ２ ＝５ω＋２４．９５，ω∈ （ωＳ，ωｍａｘ｛ ）
（８）

　　为了分析问题方便，可将系统模型转换为状

态空间模型，设系统输入为ｕ＝ ［ｒ，ＦΔ＋ｂｉ］Ｔ，系

统输出为ω，则系统状态空间模型为

ｘ＝Ａｉｘ＋Ｂ［ｒ，ＦΔ＋ｂｉ］Ｔ，ｉ＝１，２，３，４

ｙ＝｛ Ｃｘ
（９）

选择状态变量为ｘ１ ＝ω，ｘ２ ＝∫ωｄｔ；将速度环和

位置环调节器化为严真传递函数后，取其中惯性

环节的输出为ｘ３，ｘ４。模型参数为

Ａ１ ＝

　２．４６７ －１０．３５３４　 １７．２５５６　 ７７．６５０２

　１　 ０　 　 ０　 　 　０

　０ －１　 　 －０．３３３３ 　０

－１ －１．１６６７ 　１．９４４４ －１．

烄

烆

烌

烎２５

Ａ２ ＝

－９．９６１２ －１０．３５３４　 １７．２５５６　 ７７．６５０２

　１　 ０　 　 ０　 　 　０

　０ －１　 　 －０．３３３３ 　０

－１ －１．１６６７ 　１．９４４４ －１．

烄

烆

烌

烎２５

Ｂ＝
１０．３５３４　０　１　１．１６６７

－０．（ ）０００５　０　０　０

Ｔ

Ｃ＝ （１　０　０　０），Ｄ＝ （００

烅

烄

烆 ）

（１０）

２　极限环的产生

当电 机 速 度 在 （－ωｍａｘ，－ωＳ）和（ωＳ，ωｍａｘ）
内，摩擦力与电机运动速度成正比，对伺服系统的

影响是产生一定稳态误差。当电机速度在区间（０，

ωＳ］和［－ωＳ，０）时，由于摩擦力矩和速度存在负

斜率 关 系，将 会 对 系 统 稳 定 性 产 生 影 响。图３为

ｋｉ（线性化摩擦模型的斜率）从５→－２５７８７．９６５６
连续变化时，闭环系统特征值的变化曲线，有一对

特征值从复平面的左半平面穿越到右半平面，使

平衡点的性质发生变化，产生了分岔现象。而在系

统的调节过程中，速度反复穿越ωＳ 值，使平衡点

的性质反复发生变化，这样，系统出现孤立的周期

解，即极限环。
下面，本 文 将 用Ｐｏｉｎｃａｒｅ－Ｂｅｎｄｉｘｓｏｎ定 理 的

一个推 论［８］证 明 极 限 环 存 在。首 先 给 出 如 下 引

理。
引理１　考虑系统ｘ＝ｆ（ｘ），设Ｍ是一个有

界闭子集，使 ①Ｍ 不 包 含 平 衡 点，或 只 包 含 一 个

平衡点，且Ｊａｃｏｂｉ矩 阵［ｆ／ｘ］在 该 点 有 实 部 为

正的特征值；②每条始于Ｍ 的轨线在将来所有时

刻都保持在Ｍ 内。那么，Ｍ包含系统ｘ＝ｆ（ｘ）的

一个周期轨道。
对于条件②，文献［８］给出了一个等价条件：

考虑一条由方程Ｖ（ｘ）＝ｃ定义的闭合曲线，其中

Ｖ（ｘ）连续可微。此时，对集合Ｍ ＝ ｛Ｖ（ｘ）≤ｃ｝，
当ｃ ＞ ０ 时，如 果 在 边 界 Ｖ（ｘ）＝ ｃ 上 有

ｆ（ｘ）Ｖ（ｘ）≤０，那么轨线就在Ｍ 内。

·６１２·
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图３　系统矩阵特征值随摩擦特性变化曲线

Ｆｉｇ．３　Ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ’ｌｏｃｕｓ　ｏｆ　ｖａｒｙｉｎｇ　ｆｒｉｃｔｉｏｎ　ｐａｒａｍｅｔｅｒ

定理１　对于集合Ｍ＝｛Ｖ（ｘ）≤ｃ１，０＜ｘ１，

０＜ｘ２ ＜ｃ２ｘ１｝，其中Ｖ（ｘ）＝ （ｘ１－ωＳ）２＋ｘ２２＋
ｘ２３＋ｘ２４，ｃ１＞０，ｃ２＞６．９，系统（９）在上述集合定

义的有界闭区域内存在极限环。

证明 　 对于系统（９），考虑其无激励状态方

程ｘ＝Ａｉｘ，其平衡点为ｘｅｑ＝［０，０，０，０］Ｔ，对于集

合Ｍ＝｛Ｖ（ｘ）≤ｃ１，０＜ｘ１，０＜ｘ２＜ｃ２ｘ１｝描述

的有界闭区域。显然，平衡点ｘｅｑＭ。

对于ｘ１＞ωＳ，有ｘ
·
＝Ａ１ｘ。此时，可以通过非

奇异线性变换ｘ～ ＝Ｐｘ将Ａ１ 转换为对角阵

Ａ
～

１ ＝

　１．３３６２ 　９．２２６４ 　０ 　０

－９．２２６４ 　１．３３６２ 　０ 　０

　０ 　０ －０．８９４４ 　１．２５８０

　０ 　０ －１．２５８０ －０．

烄

烆

烌

烎８９４４

则对于ｘ１ ＞ωＳ，有

ｆ（ｘ）Ｖ（ｘ）＝－５．０２１（ｘ２１＋ｘ２２）－
０．７５１３（ｘ２３＋ｘ２４）＜０

　　对于ｘ１≤ωＳ，有ｘ
·
＝Ａ２ｘ，同理，可以通过非

奇异线性变换将Ａ２ 转换为对角阵

Ａ
～

２ ＝

－５．０２１ 　７．８４２５ 　０ 　０

－７．８４２５ －５．０２１ 　０ 　０

　０ 　０ －０．７５１３ 　１．３５０４

　０ 　０ －１．３５０４ －０．

烄

烆

烌

烎７５１３

则

ｆ（ｘ）Ｖ（ｘ）＝ （ｘ１－ωＳ）（１．３３６ｘ１＋９．２２６ｘ２）－
９．２２６ｘ１ｘ２＋１．３３６ｘ２２－０．８９４４（ｘ２３＋ｘ２４）＜

（ｘ１－ωＳ）（１．３３６ｘ１＋９．２２６ｘ２）－
１．３３６ｘ２（６．９ｘ１－ｘ２）－０．８９４４（ｘ２３＋ｘ２４）

已知ｘ１－ωＳ ≤０，且在区域Ｍ 内，０＜ｘ１，０＜ｘ２

＜６．９ｘ１，故对于ｘ１≤ωＳ，亦有ｆ（ｘ）Ｖ（ｘ）＜０。
综上，由引理１可知，在给定的区域Ｍ 内，取

ｃ２ ＝６．９时，系统（９）存在一个周期轨道。

３　极限环的稳定性

参考 文 献［４，９］，本 文 通 过 分 析Ｐｏｉｎｃａｒｅ映

射的Ｊａｃｏｂｉ矩 阵 的 特 征 值 来 研 究 极 限 环 的 局 部

稳定性。对于本文所描述的极限环，首先做出如

下假设：对于双闭环伺服系统，当存在如式（８）描

述的摩擦力矩时，产生周期为Ｔ＝ｌ１＋ｌ２ 的极限

环。其中ｌ１ 为ω＞ωＳ 的运动时间，ｌ２ 为ω＜ωＳ 的

运动时间，设初始时间状态ｘ（ｔ０）＝ａ，ｘ（ｔ０＋ｌ１）

＝ｂ。定义系统的Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面为Ｓω ＝Ｃｘ＝０，
对于系统（９），本文给出如下定理。

定理２　当系统存在上述假设描述的极限环

时，系统Ｐｏｉｎｃａｒｅ映射的Ｊａｃｏｂｉ矩阵如式（１１）所示

时，则极限环是局部稳定的当且仅当｜λ（Ｗ）｜＜１。

　　　Ｗ ＝ （Ｉ－ｖ１ＣＣｖ１
）Φ１（Ｉ－ｖ２ＣＣｖ２

）Φ２ （１１）

式中：ｖ１ ＝Ａ１ａ＋Ｂｕ；ｖ２ ＝Ａ２ｂ＋Ｂｕ。
证明　考 虑 系 统 初 值 受 扰 动 的 运 动 轨 迹

ｘ～（ｔ），受扰动的初值为ｘ（ｔ０）＝ａ＋δａ，且Ｃｘ（ｔ０）

＝ωＳ。设ｔ０ ＝０，当ｔ＝ｌ１ 时有

ｘ（ｌ１）＝ｅＡ２ｌ１（ａ＋δａ）＋∫
ｌ１

０
ｅＡ２（ｔ－τ）Ｂｕｄτ（１２）

设达到ω＝ωＳ，ω＜０的时间为ｔ＝ｌ１＋δｌ１，则

ｘ（ｌ１＋δｌ１）＝ｅＡ２（ｌ１＋δｌ１）（ａ＋δａ）＋

∫
（ｌ１＋δｌ１）

０
ｅＡ２（ｌ１＋δｌ１－τ）Ｂｕｄτ （１３）

对式（１３）做一阶Ｔａｙｌｏｒ级数展开

ｘ（ｌ１＋δｌ１）＝ｘ（ｌ１）＋ｘ
（ｌ１）
ｌ１ δ

ｌ１＋ｏ（δ２）＝

ｅＡ２ｌ１（ａ＋δａ）＋ｅＡ２ｌ１Ａ２δｌ１（ａ＋δａ）＋

∫
ｌ１

０
ｅＡ２（ｌ１－τ）Ｂｕｄτ＋ ｌ１

（∫
ｌ１

０
ｅＡ２τＢｕｄτ）δｌ１＋

ｏ（δ２）＝Φ２（Ｉ＋Ａ２δｌ１）（ａ＋δａ）＋

（Ｉ＋Ａ２δｌ１）∫
ｌ１

０
ｅＡ２τＢｕｄτ＋Ｂｕδｌ１＋ｏ（δ２）

上式可化简为

ｘ（ｌ１＋δｌ１）＝ｂ＋Φ２δａ＋（Ａ２ｂ＋Ｂｕ）δｌ１＋ｏ（δ２）
（１４）

　　当Ｃ（ｌ１＋δ）＝ωＳ，忽略高阶无穷小ｏ（δ２），式
（１４）可以化简为ＣΦ２δａ＋Ｃ（Ａ２ｂ＋Ｂｕ）δｌ１ ＝０，
由

ｄω
ｄｔ ｔ＝ｌ１

＝Ｃ（Ａ２ｂ＋Ｂｕ）＜０

可知 Ａ２ｂ＋Ｂｕ≠０

则 δｌ１ ＝－ ＣΦ２δａ
Ｃ（Ａ２ｂ＋Ｂｕ）

（１５）

·７１２·
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将式（１５）代入式（１４），可得

ｘ（ｌ１＋δｌ１）＝ｂ＋δｂ＋ｏ（δ２） （１６）

式中：δｂ＝ Ｉ－
（Ａ２ｂ＋Ｂ２ｕ）Ｃ
Ｃ（Ａ２ｂ＋Ｂ２ｕ［ ］）Φ２δａ。

同理，可得当ｔ∈ ［ｔ１，ｔ２），初值ｂ存在扰动δｂ
时的系统状态方程的解为

ｘ（ｌ１＋δｌ１＋ｌ２＋δｌ２）＝ｅＡ１（ｈ２＋δｈ２）（ｂ＋δｂ）＋

∫
（ｈ２＋δｈ２）

０
ｅＡ１（ｈ２＋δｈ２－τ）Ｂ１ｕｄτ （１７）

对其Ｔａｙｌｏｒ一阶展开为

ｘ（ｌ１＋δｌ１＋ｌ２＋δｌ２）＝ａ＋Φ１δｂ＋
（Ａ１ａ＋Ｂｕ）δｌ２＋ｏ（δ２）

当Ｃ２ｘ（ｌ１＋δｌ１＋ｌ２δｌ２）＝ωＳ，同理有

δｌ２ ＝－ ＣΦ１δｂ
Ｃ（Ａ１ｂ＋Ｂｕ）

（１８）

ｘ（ｌ１＋δｌ１＋ｌ２＋δｌ２）＝ａ＋Ｗδａ＋ｏ（δ２）　
（１９）

Ｊａｃｏｂｉ矩阵

Ｗ ＝ （Ｉ－ｖ１ＣＣｖ１
）Φ１（Ｉ－ｖ２ＣＣｖ２

）Φ２ （２０）

式中：ｖ１ ＝Ａ１ａ＋Ｂｕ；ｖ２ ＝Ａ２ｂ＋Ｂｕ。
则当｜λ（Ｗ）｜＜１时极限环是局部稳定的。

４　仿真分析

分析摩擦扰动下的系统运动学特性，主 要 分

为两个部分：①验证在低速状态下出现的极限环

现象，分析如何调节控制器参数，以避免极限环的

产生；②分析由于摩擦扰动产生极限环的稳定性。

４．１　控制器参数对系统运动学影响

当控制器参数为

ＧＶＣ ＝１５０
（０．１ｓ＋１）
０．８ｓ＋１

，ＧＰＣ ＝７
（０．５ｓ＋１）
３ｓ＋１

（２１）
时仿真结果如图４所示。

当控制器参数变化为

ＧＶＣ ＝７００
（０．１ｓ＋１）
（０．８ｓ＋１）

，ＧＰＣ ＝７
（０．５ｓ＋１）
（３ｓ＋１）

（２２）
时仿真结果如图５所示。

对比上述两组仿真结果可以看出，当 采 用 第

一组控制器时，相轨迹表现为闭合轨线，证明了极

限环的存在。两组控制器参数的区别仅仅在于开

环增益不同，为了进一步分析产生极限环的原因，
本文采用根轨迹的方法分析系统运动行为。系统

速度环根轨迹如图６所示；当速度环采用式（２１）

图４　第一组控制参数的仿真结果图

Ｆｉｇ．４　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ　ｒｅｓｕｌｔ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｆｉｒｓｔ　ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ

图５　第二组控制参数的仿真结果图

Ｆｉｇ．５　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ　ｒｅｓｕｌｔ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｓｅｃｏｎｄ　ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ

图６　速度环根轨迹

Ｆｉｇ．６　Ｒｏｏｔ　ｌｏｃｕｓ　ｏｆ　ｖｅｌｏｃｉｔｙ　ｌｏｏｐ

所示的参数时，位置环根轨迹如图７所示。
由图７可知，系统存在一对根轨迹在ｓ平面

虚轴的右侧，因此会产生一对不稳定的实根，这一

对根轨迹始于速度环闭环的一对复极点。若要消

除这一对复极点，需增大速度环开环增益，使速度

·８１２·
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图７　位置环根轨迹

Ｆｉｇ．７　Ｒｏｏｔ　ｌｏｃｕｓ　ｏｆ　ｐｏｓｉｔｉｏｎ　ｌｏｏｐ

环闭环极点位于ｓ平面虚轴的左侧，且远离虚轴。
这样可以避免极限环的产生。需要注意的是，此

时增加系统速度环的增益，会增加速度环剪切频

率，以至于接近伺服系统的机械谐振频率，在工程

应用中，这是需要折衷考虑的。此时，可以考虑其

他 高 鲁 棒 性 的 控 制 算 法，提 高 系 统 的 速 度 平 稳

度［１０－１１］。

４．２　极限环稳定性判断

应用定理２判断极限环的稳定性，系 统 的 状

态方程如式（１０）所示。由仿真结果可得上述系统

数值解的周期ｌ１ ＝０．２４７５，ｌ２ ＝０．４５１５，模型发

生切换时刻的状态为

ａ＝ （１．７５ｅ－３　８．３５ｅ－３　６．６３ｅ－４　３．６８ｅ－４）Ｔ

ｂ＝ （１．７５ｅ－３　８．８７６ｅ－３　６．６４ｅ－４　１．４６ｅ－４）Ｔ

由定理２，Ｐｏｉｎｃａｒｅ映射的Ｊａｃｏｂｉ矩阵为

Ｗ ＝

０ 　０ 　０ 　０
０．０１９５ 　０．０１１３ 　０．６８６７ －０．３９３３
０．００６１ －０．１０５６ 　０．３４５３ －０．５３４８
０．００８２ 　０．５４１４ －０．２７８９ 　０．

烄

烆

烌

烎１４９５
其特征值λ１，２＝０．４００７±０．５１９３ｉ，λ３＝－０．２９５４，

λ４＝０，均位于单位圆 内，由 定 理２可 以 证 明 此 时

系统的极限环是稳定的。

５　实验验证

为了验证理论分析的结果，在伺服系 统 中 进

行了实验研究。实验设备为一维转台，电机采用

成都精密 电 机 厂 生 产 的Ｊ１３０ＬＹＸ０２Ｇ永 磁 直 流

力矩电机，编 码 器 为２１位 绝 对 式 编 码 器，ＰＷＭ
驱动方式为单极倍频方式，伺服控制器和功率级

均为自制产品，给定速度为０．１（°）／ｓ，采 样 频 率

为８００Ｈｚ。在 此 状 态 下，受 编 码 器 分 辨 率 的 影

响，采用差分估计的方式已经不能准确反映转台

的速度。此时，通过设计状态观测器［１２］估计速度

信号。
实际控制器结构速度环采用二阶超前—滞后

校正，位置 环 采 用 一 阶 超 前－滞 后＋速 度 前 馈 校

正。实际调节器参数为

ＧＶ（ｓ）＝５００×
（０．０１ｓ＋１）（０．０５ｓ＋１）
（２０ｓ＋１）（０．００５ｓ＋１）

ＧＰ（ｓ）＝３×０．４５ｓ＋１５ｓ＋
烅

烄

烆 １
（２３）

作为对比，变换调节器参数为

ＧＶ（ｓ）＝５００×
（０．０１ｓ＋１）（０．０５ｓ＋１）
（２０ｓ＋１）（０．００５ｓ＋１）

ＧＰ（ｓ）＝０．４５ｓ＋１３ｓ＋
烅

烄

烆 １
（２４）

　　实验结果如图８、图９所 示，从 图８可 看 出，
系统波动幅值较大，没有明显的稳速现象。在３．
３ｓ附近，出 现 了 幅 值 近 似 的 周 期 振 荡，在３．４ｓ
以后，系统出现了振荡发散的现象，说明此时系统

处于不稳定 状 态。经 过 振 荡 收 敛 之 后，在３．５ｓ
以后，系统又进入幅值近似的周期振荡状态。从

图９中可以看出，速度波动基本在０．０５（°）／ｓ附

近，表现出一定的稳态误差。

图８　采用式（２３）做控制器时的速度响应

Ｆｉｇ．８　Ｖｅｌｏｃｉｔｙ　ｒｅｓｐｏｎｓｅ　ｗｉｔｈ　ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ　ｏｆ　ｅｑｕａｔｉｏｎ（２３）

图９　采用式（２４）做控制器时的速度响应

Ｆｉｇ．９　Ｖｅｌｏｃｉｔｙ　ｒｅｓｐｏｎｓｅ　ｗｉｔｈ　ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ　ｏｆ　ｅｑｕａｔｉｏｎ（２４）

·９１２·



吉 林 大 学 学 报 （工 学 版 ） 第４１卷

对上述实验现象分析如下：
（１）在实际系统中，由于不同位置摩擦特性的

非一致性，不可能采用一个统一的数学模型描述

摩擦现象。此时，闭环系统成为一个参数时变系

统，由于鲁棒性较差，振荡的行为更容易受到摩擦

参数变化的影响。从邻近的几个采样点看，始终

在给定速度附近做幅值近似的振荡。这与理论分

析和仿真现象相符，因此周期振荡的极限环现象

是存在的。
（２）从周期振荡的运动行为看，并没有出现明

显发散和收敛现象，因此，实验现象验证了极限环

是稳定的。
（３）与图８对比，图９中没有出现大幅值振荡

现象。速度基本稳定在０．０５（°）／ｓ附近。但是摩

擦对其影响是不能忽略的，这使速度输出出现一

些波动和稳态误差；只是由于速度环增益的增大，
保持了对摩擦扰动的鲁棒稳定性。

６　结束语

本文主要分析了受摩擦力矩扰动时，伺 服 系

统出现的极限环现象及其性质。对Ｓｔｒｉｂｅｃｋ摩擦

效应的建模，采用了一种分段线性化方法。系统

在摩擦扰动影响下，产生分岔现象，改变了平衡点

的稳定性。而在调节过程中该现象反复出现，导

致 极 限 环 的 产 生。理 论 上，采 用 Ｐｏｉｎｃａｒｅ－
Ｂｅｎｄｉｘｓｏｎ定理的推论，证明了极限环的存在，给

出了极 限 环 的 存 在 区 域。并 通 过 对Ｐｏｉｎｃａｒｅ映

射的Ｊａｃｏｂｉ矩阵进行分析，得出极限环为稳定极

限环的结论。最后，通过对系统的根轨迹分析可

以得出，避 免 极 限 环 产 生 的 关 键 在 于：系 统 受

Ｓｔｒｉｂｅｃｋ效应影响 时，保 证 闭 环 系 统 的 鲁 棒 稳 定

性。对于本文所述系统，增大速度环开环增益是

一种最简单的方式，但同时需要折衷系统的带宽

与谐振频率的关系。
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