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在矢量衍射理论基础上给出了任意入射状态下二维平面光栅的光栅方程，推导出二维平面光栅角色散公式的

完整解析形式，确立了二维平面光栅衍射极角角色散（第一类角色散）和衍射方位角角色散（第二类角色散）的概

念 & 通过二维平面光栅衍射极角和衍射方位角角色散的理论分析和数值计算，阐明了当入射波矢偏离光栅法线

时，衍射光斑阵列发生畸变的机理，并明确指出了引起衍射方位角角色散的突变、导致衍射光斑阵列剧烈变化的条

件，因而具有理论上的意义 & 在实际应用方面，以晶体和量子点的 ’ 射线衍射、低能电子衍射和反射式高能电子衍

射为例，或许可以利用导出的公式检验、分析和解释晶体的点阵结构及晶体的生长过程，进而由此寻找表征晶体结

构的新途径 &
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!国家自然科学基金（批准号：)#%*+#"%，!###%#!!）资助的课题 &

! , 引 言

通常把衍射单元在二维方向上周期排列的光栅

称为二维光栅或网格光栅 & 根据二维方向的相对位

置不同又可分为正交光栅和交叉光栅 & 从光栅周期

与使用波长比较来看，光栅周期大于使用波长若干

倍情形的称为大周期光栅，光栅周期接近或小于使

用波长的称为小周期光栅或亚波长光栅 & 我们知

道，从 $# 世纪 )# 年代开始，以借助数值模拟手段分

析光栅衍射特性为特征的严格矢量衍射理论，随着

电子计算机运算能力的迅速提高应运而生并得以不

断繁荣 & 目前它已逐渐发展成为一种公认的成熟的

光学研究理论，其优势在于分析亚波长光栅的衍射

特性 & 随着一维亚波长光栅的基本性质业已明朗，

人们又从 $# 世纪 -# 年代初开始，试图采用矢量衍

射理论解决二维平面光栅问题 & 加之通过二元光学

技术在物体表面制造任意相位分布的亚波长量级的

圆形或矩形孔、柱、锥阵列，以满足所要求的衍射效

率或者其他一些目的已经成为可能 &因此，计算二维

平面光栅衍射效率时遇到的数值方法的稳定性、收

敛性和计算速度等自然成了光栅研究者们倾注心血

潜心 研 究 的 焦 点，近 几 年 发 表 的 相 关 文 章 也 不

少［!—!%］& 其中，文献［$，"］以矢量模式理论方法研究

了矩孔光栅的衍射效率，并数值考察了矩孔金属光

栅的偏振特性；文献［.—-］以所谓严格的耦合波理

论计算和分析了二维表面浮雕结构的消偏振、减反

射特性；文献［!#，!!］采用“逆规则”傅里叶展开法分

别研究了正交浮雕光栅问题的收敛性，大大提高了

计算速度；文献［!$—!%］对二维电磁各向异性浮雕

型介质光栅的衍射特性进行了理论分析，为实际光

栅的参量优化设计提供了有用的方法 & 这些具有创

造性的工作既丰富了光栅理论研究的内容，又为光

栅的设计、制作和应用提供了重要的理论依据 &
一般认为，矢量衍射理论在分析亚波长光栅衍

射特性时具有独特优势，因而衍射效率、偏振特性、

抗反射特性和全反射特性［!.］等问题成为其主要的

研究对象 & 与此形成鲜明反差的事实是采用矢量衍

射理论研究大周期光栅，尤其是研究二维光栅的报

道不多见 & 但研究发现，基于矢量衍射理论对大周

期二维光栅的色散规律展开讨论极为便利，能够得

到其角色散公式的完整解析形式，这一点标量衍射

理论不易做到 & 其实，大周期二维光栅的用途也十

分广泛，如其原理用于生物细胞和材料结构的软 ’
射线成像［!)］、常用的光束分束器和阵列发生器［!*］、

网格结构的可见光/红外图像转换薄膜［!+］等，证实

阿贝成像理论和证明傅里叶分析基本原理的阿贝0
波尔特实验［!-］更是我们熟知的 & 还有，通过 ’ 射线
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衍射（!"#）［$%］、低能电子衍射（&’’#）［$(］和反射式高

能电子衍射（")’’#）［$$］光斑阵列的变化规律判断

晶体的结构特征是半导体物理中常用的实验方法，

通常采用的是斜入射（掠入射）方式［$%—$$］* 目前，在

这一研究领域里可供借鉴的简单的解析表达式只有

经典布拉格公式，用它来分析和解释晶体结构生成

过程中电子衍射图样变化规律 * 如果能够得到可以

反映晶体结构更多信息的解析表达式，仅对凝聚态

物理而言也是一件好事情 * 鉴于此，本文在矢量衍

射理论基础上给出了任意斜入射下二维平面光栅的

光栅方程，导出了二维平面光栅角色散公式的完整

解析形式，确立了二维平面光栅衍射极角角色散（也

可称为第一类角色散）和衍射方位角角色散（也可称

为第二类角色散）的概念 * 通过二维平面光栅衍射

极角和衍射方位角角色散的理论分析和数值计算，

阐明了当入射波矢偏离光栅法线时，衍射光斑阵列

发生畸变的机理，并明确指出了引起衍射方位角角

色散的突变、导致衍射光斑阵列剧烈变化的条件，这

些工作无疑是有学术意义的，同时也可能会成为实

际应用的理论参考 *

$ + 理论和数值分析

如图 ( 所示，设波长为!的平面波以入射角"
（即入射波矢与 ! 轴之间的夹角），入射方位角#（即

入射波矢在 "#$ 平面上的投影矢量与 " 轴之间的夹

角）入射到正交光栅（矩形柱阵列）上，% 为刻槽深

度，$" 为横向（ " 方向）槽宽，$$ 为纵向（ $ 方向）槽

宽，&" 为横向周期，&$ 为纵向周期，%为入射电场矢

量 ! ,-.的偏振角 *
由矢量衍射理论可知，入射区（后向衍射区）和

透射区（前向衍射区）电场矢量可表示为［(，/］

!"（ "）0 ! ,-. 1!
’，(

#’( 234（,$(’( · "）， （(）

!5（ "）0 !
’，(

%’( 234［,$6，7’( ·（ " 8 %&9）］* （$）

磁场矢量也有与电场矢量相对应的相似形式 * 这

里，! ,-.为入射场电矢量，#’( 和 %’( 分别为反射系数

和透射系数， ", 0 8 (为虚数单位，’，( 0 %，: (，

: $，⋯分别为 " 方向和 $ 方向的衍射级次，$(’( 的

下标 ( 表示入射区（反射区），$6，7’( 的下标 6 和 7 分

别表示介质基底层和透射区 *

图 ( 物理模型及入射波矢示意图

$(’( 0 )"’’9 1 )$((9 8 *’(&9， （6）

$6，7’( 0 )"’’9 1 )$((9 1 +’(&9 * （7）

第（’，(）级衍射波矢量的 " 分量和 $ 分量分别为

)"’ 0 )"% 1 ’ $!
&"

， ’ 0 %，: (，: $，⋯，

（/）

)$( 0 )$% 1 ( $!
&$

， ( 0 %，: (，: $，⋯，（;）

)"% 0 )% <,-".=<#， （>）

)$% 0 )% <,-"<,-#* （?）

这里，)% 0
$!
!

*为表述方便把 *’( 和 +’( 统一以 ),，!’( 表

示，在只考虑传播波的情况下，它有如下形式：

),，!’( 0（)$
, 8 )$

"’ 8 )$
$( ）(@$， （A）

), 0 $!
!

(, ， , 0 (，6，7， （(%）

式中，, 0 (，6，7 分别表示反射区、基底层和透射区，

对应的折射率分别为 (( 0 (7 0 (（假设光栅在自由

空间），(6 为介质基底层折射率 *
设"’( 为第（’，(）级衍射波矢量与 ! 轴之间的

夹角即衍射极角，#’( 为第（’，(）级衍射波矢量在

"#$ 平面上的投影矢量与 " 轴之间的夹角即衍射方

位角，则与（>），（?）式同理可写出

)"’ 0 $!
!

(, <,-"’( .=<#’( ， （((）

)$( 0 $!
!

(, <,-"’( <,-#’( * （($）

由（/）—（?），（((）和（($）式得到正交光栅的光栅方

程如下：

(, <,-"’( .=<#’( 0 <,-".=<# 1 ’!&"
， （(6）
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!" !"#!#! !"#"#! $ !"#!!"#" % !#$%
& （’(）

由（’)）和（’(）式不难求出衍射极角和衍射方位角分

别为

!#! $ *+,!"# ’
!"

!"#!,-!" % ##$( )
&

.

% !"#!!"#" % !#$( )
%!

.

， （’/）

"#! $ *+,0*#
!"#!!"#" % !#$%

!"#!,-!" % ##$&

& （’1）

当平面波垂直入射（!$ 23，"$ 23 ）时，由（’/），

（’1）式知，衍射极角和衍射方位角会变为

!#! $ *+,!"##!"

#
$( )
&

.

% !
$( )
%!

.

， （’4）

"#! $ *+,0*#
!$&

#$%
& （’5）

由此可以看出，在垂直入射条件下正交光栅的衍射

方位角不仅与衍射区域介质折射率无关，而且也与

波长无关，同时，若 $& $ $% ，则"#! $ *+,0*#（! 6#），只

取决于衍射级次的大小 &
通过求微分的方法，由（’/），（’1）式可以得到正

交光栅角色散公式的完整解析形式，

7!#!

7# $ ’
!" ,-!!#!

!"#!,-!" % ##$( )
&

#
$&

% !"#!!"#" % !#$( )
%

!
$%

!"#!,-!" % ##$( )
&

.

% !"#!!"#" % !#$( )
%!

.
， （’8）

7"#!

7# $
!"#!,-!" % ##$( )

&

!
$%

9 !"#!!"#" % !#$( )
%

#
$&

!:,."#! !"#!,-!" % ##$( )
&

. & （.2）

（’8），（.2）式中的!#! 和"#! 可由（’/），（’1）式得到 &
当平面波垂直入射时，（’8），（.2）式则会变为

7!#!

7# $ ’
!" ,-!!#!

#
$( )
&

.

% !
$( )
%!

.

， （.’）

7"#!

7# $ 2， （..）

其中，!#! 由（’4）式所决定 & 此时，如果（#，!）$（#，

2），且 !" $ ’ 时，则

7!#!

7# $ #
$& ,-!!#!

& （.)）

这是常见的一维光栅的色散公式 & 为了加以区别，

不妨把 7!#! 67#称为正交光栅的衍射极角角色散，

而把 7"#! 67#称为正交光栅的衍射方位角角色散 &
总角色散可写成

7$#!

7# $ 7!#!

7( )#

.

% 7"#!

7( )#!
.

& （.(）

它表示任意两个衍射光斑之间的角距离 &
根据余弦函数的性质，从衍射极角角色散公式

（’8）以及衍射极角公式（’/）看出，要使角色散有实

数值，任意斜入射时必须有下列不等式成立：

!"#!,-!" % ##$( )
&

.

% !"#!!"#" % !#$( )
%

.

; !.
" &

（./）

上述不等式的成立意味着入射极角、入射方位角、入

射波长、光栅周期（&，% 方向）、衍射区域介质折射率

和衍射级次（#，!）等物理量并非可以取任意值，而

是彼此之间存在着一种相互制约关系 & 从（8）式不

难理解，这种制约关系之所以能够成立，就其物理本

质而言，它是产生传播波的必然要求 & 但是，衍射方

位角角色散公式（.2）以及衍射方位角公式（’1）中不

存在上述制约关系，说明它对传播波没有限制作用 &
下面，根据（’8），（.2）和（.(）式给出正交光栅两

种角色散的算例 & 设沿 &，% 方向的光栅周期均为

’2<2!=，考察衍射波在区域 ’ 和区域 (（折射率等于

’）的角色散情况，入射波长取#$ 1).<5 #=&
图 . 给出了入射方位角"$ 23时，（ % ’，% ’）级
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衍射波的衍射极角角色散、衍射方位角角色散和总

角色散随入射角变化的情况 ! 可以看出：第一，只要

!!"#（即非垂直入射），衍射光斑阵列就不再沿纵横

相交的直线族排列，而是要发生畸变，衍射光斑将分

布于相交的曲线族上，实验事实也是如此 ! 第二，即

使入射方位角"$ "#，只要!!"#，则有 %"!" &%#!"，

此结果可直接由（’"）式看出 ! 为了突出此特点，在

计算中特意取"$ "#! 第三，衍射极角角色散随入射

角的变化较为平缓，但是，衍射方位角角色散则由!
$ "#时的零会随着入射角的增大而迅速达到一个最

大值 ! 计算表明，（ ( )，( )），（ * )，( )）和（ ( )，

* )）级衍射波也在这一入射角下出现最大值 !

图 ’ 角色散与入射角关系 "$ "#，（!，"）$（ * )，* )）

由于（)+），（’"）式不仅与入射波矢的入射状态

有关，而且还与光栅结构有关，因此搞清楚如图 ’ 所

示出现极大值的条件，可能会对具体应用有着潜在

的意义 ! 通过对衍射方位角角色散表达式求偏导数

的方法可以找到极值点的位置 !（’"）式还可写成下

列形式：

%"!"

%# $
,-.!/0," * !##( )

$

"
#%

( ,-.!,-." * "##( )
%

!
#$

,-.!/0," * !##( )
$

’

* ,-.!,-." * "##( )
%

’ ，

（’1）
%"!"

%# !!"#

"$ "#

$ "
#%

,-.!
,-.! * !##( )

$

’

* "##( )
%

’ ! （’2）

由!
!!

%"!"

%( )#
$ " 得到

,-.! $ 3 !
#( )
$

’

* "
#( )
%"

’

#! （’4）

这说明，如入射角满足（’4）式，衍射方位角角色散就

会发生突变出现最大值，且与入射方位角"是否为

零无关 ! 衍射方位角角色散峰值为

%"!"

%# 567

$#

!
#$

,-." ( "
#%

/0,"

’# !
#( )
$

’

* "
#( )
%"

’

3 !
#$

/0," * "
#%

,-.( )[ ]"
!

（’+）

若 ! $ "，#$ $ #%，则

%"!"

%# 567
$#

,-." ( /0,"
’# "’ 3（,-." * /0,"[ ]）

! （8"）

衍射方位角角色散峰值只与入射方位角、入射波长

以及衍射级次的正负有关 ! 由（8"）式可知，当"$ "#
时，有

%"!"

%#

"$ "#

567
$ 3 )

’#（"’ 3 )）
! （8)）

可以验证，! 的正负与（’+）—（8)）式的分母中的正

负号一致，如 ! 9 " 对应分母中的正号，! : " 对应

分母中的负号；" 的正负与衍射方位角角色散正负

号一致，如 " 9 " 时，%"!" ; %# 9 "，反之亦然 ! 例如，

由（8)）式算得，衍射级次（!，"）$（ * )，* )）的衍射

方位角角色散为%"!" &%# "$ "#
567 $ "<")44（#）·.5( )，且

由（’4）式可知，此时衍射方位角角色散极值点出现

在!$ =<)8>#，与图 ’ 的结果一致 ! 同理，（ 3 ’，3 ’）

和（ 3 8，3 8）级 的 极 值 点 在! $ )"<8))#和! $
)=<=2>#，（ 3 )，3 ’）和（ 3 ’，3 )）级的极值点在!$
4<)8=#!

再以（ ( )，( )）及 ! $ " : " 级次衍射波为例，

考察当入射角在满足（’4）式时，正交光栅两种角色

散和总角色散的特点 ! 例如，当 #$ $ #% 时，（ ( )，

( )）级在入射角!$ =<)8>#，（ ( ’，( ’）级在入射角

!$ )"<8))#，（ ( 8，( 8）级在入射角! $ )=<=2>#等，

这种条件下角色散值在"$ >=#左右会发生突变 ! 如

图 8 所示，（ ( )，( )）级衍射波在入射角!$ =<)8>#
时，衍射极角角色散随入射方位角"的增大而减

小，但不会为零，到"$ >=#时，它将跃变为这一级次

的最大值 ! 又如图 > 所示，（ ( )，( )）级衍射波在入

射角!$ =<)8>#时，衍射方位角角色散约在" $ ’"#
之前随入射方位角"变化的幅度不明显，在"$ ’"#
之后随入射方位角"变化的幅度较大，接近"$ >=#
时变化剧烈，" $ >=#时则为零 !" 9 >=#时的情况与

此相反 ! 总角色散随入射方位角的变化如图 = 所

示 ! 上述数值结果表明：当 #$ $ #%，（ ( )，( )）级在

>4)> 物 理 学 报 =8 卷



入射 角! ! "#$%&’，（ ( )，( )）级 在 入 射 角! !
$*#%$$’，（ ( %，( %）级在入射角! ! $"#"+&’等情况

下，衍射光斑阵列在"! &"’左右的畸变程度很大 ,

图 % 衍射极角角色散与入射方位角的关系 （!，"）!（ ( $，( $）

图 & 衍射方位角角色散与入射方位角的关系 （!，"）!（ ( $，( $）

图 " 总角色散与入射方位角的关系 ! ! " - *

% # 讨 论

如果二维平面光栅的阵列结构在二维方向上的

相对位置不是正交而是任意交叉，则此时偏离正交

位置的程度对衍射极角、衍射方位角以及两种角色

散无疑会有影响，这一点对晶体电子衍射的研究也

是有意义的 , 文献［$*］曾成功地采用“逆规则”傅里

叶展开法研究了任意交叉浮雕光栅问题的收敛性和

计算速度，其特点是坐标轴建立在彼此不完全正交

的三个维度上，构成一个倾斜（非正交）坐标系，如图

. 所示（俯视图）, 图 . 中，#$ 和 #% 分别平行于直角

坐标系的 # 和 $ 轴，#)则与 % 轴形成#度夹角，/# /
- 0*’，显然，#$ 和 #) 分别平行于光栅的两个周期方

向，光栅周期分别为 &$和 &) ,

图 . 交叉光栅俯视图及非正交坐标系

这样做的优点是在数学上与直角坐标系的情形

没有本质区别，可同理计算非正交坐标系情形下的

光栅衍射效率 , 我们也可以在这种非正交坐标系下

讨论交叉光栅的色散问题，可想而知，其难度比直角

坐标系下讨论正交光栅的色散问题要大一些 , 两个

坐标系之间的基本关系如下：

#$ ! # ( % 123#，

#) ! %456#，

#% ! $ ,
（%)）

周期结构延伸方向的单位矢量在直角坐标系和非正

交坐标系上的投影分别为

!$ ! #7，

!) ! #7 483# 9 %7 6:4#， （%%）

!% ! $7；

!$ ! #7 ( %7 123#，
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!! " !# $%&!，

!’ " "# (
（’)）

以上两组基矢满足关系式 !"·!# "$#"，这里!#" 为

*+,-%&.%+!符号 ( 在非正交坐标系下，入射波矢可

表示为

" " ##!# "%/ !0 1&/ !! 2’// !’， （’3）

%/ " #/ $4-(&,$)， （’5）

&/ " #/ $4-($4-（) 1!）， （’6）

’// " #/ &,$(( （’7）

第（$，%）级衍射波矢量的 &0分量和 &!分量分别为

%$ "%/ 1 $ !"
’0

， $ " /，8 0，8 !，⋯，（’9）

&% "&/ 1 % !"
’!

， % " /，8 0，8 !，⋯ (（)/）

设($% 为第（$，%）级衍射波矢量与 &’ 轴（即 "

轴）之间的夹角即衍射极角，)$% 为第（$，%）级衍射

波矢量在 &0 (&!平面上的投影矢量与 &0轴（即 & 轴）

之间的夹角即衍射方位角，则与（’5）和（’6）式同理

可写出

%$ " !"
*

%) $4-($% &,$)$% ， （)0）

&% " !"
*

%) $4-($% $4-（)$% 1!）( （)!）

由（’5），（’6），（’9）—（)!）式可以得到非正交坐标系

下交叉光栅的光栅方程，

%) $4-($% &,$)$% " $4-(&,$) 1 $*’0
， （)’）

%) $4-($% $4-（)$% 1!）" $4-($4-) 1 %*’!
(（))）

由（)’）和（))）式，经推导求出衍射极角和衍射方位

角分别为

($% " :+&$4- 0
%)

$4-(&,$) 1 $*’( )
0

!

1 $%&!! $4-(&,$) 1 $*’( )
0

$4-! 2 $4-($4-) 1 %*’( )[ ]
!!

!

，（)3）

)$% " :+&;:- $%&!
$4-($4-) 1 %*’!

$4-(&,$) 1 $*’0

2 $4-




















! ( （)5）

当!" / 时，（)3）和（)5）式将退化为（03）和（05）式 ( 由（)3），（)5）式可以得到交叉光栅角色散公式的完整解析

形式

<($%

<* " 0
%) &,$($%

$4-(&,$) 1 $*’( )
0

$
’0

1 $%&!! $4-(&,$) 1 $*’( )
0

$4-! 2 $4-($4-) 1 %*’( )[ ]
!

$
’0

$4-! 2 %
’( )
!

$4-(&,$) 1 $*’( )
0

!

1 $%&!! $4-(&,$) 1 $*’( )
0

$4-! 2 $4-($4-) 1 %*’( )[ ]
!!

!
，

（)6）

<)$%

<* " $%&!
$%&!)$%

$4-(&,$) 1 $*’( )
0

%
’!

2 $4-($4-) 1 %*’( )
!

$
’0

$4-(&,$) 1 $*’( )
0

! ( （)7）

当!" / 时，（)6）和（)7）式将退化为（09）和（!/）式 (
当平面波垂直入射（(" /= ，) " /= ）时，（)3）—（)6）

式不会变得像（06），（07）和（!0）式那样简捷，但是，

（)7）式和（!!）式一样等于零 ( 与（!5）式同理，可以

写出与（)7）式对应的变式，并对其求入射角(的偏

导数，得到衍射方位角角色散出现最大值的位置，即

$4-( " 8 $
’( )

0

!

1 %
’( )

!!
!

*( （)9）

将（)9）式代入（)7）式的变式，也可以得到衍射方位

角角色散峰值表达式，这里限于篇幅不再给出 ( 由

（)3）式知，交叉光栅对传播波的限制条件为

$4-(&,$) 1 $*’( )
0

!

1 $%&!! $4-(&,$) 1 $*’( )
0

$4-[ !

2 $4-($4-) 1 %*’( ) ]
!

!

> %!
) ( （3/）
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!" 结 论

本文首先在矢量衍射理论基础上给出了任意入

射状态下正交光栅的光栅方程，推导出了角色散公

式的解析形式，确立了正交光栅衍射极角和衍射方

位角角色散的概念 # 通过正交光栅衍射极角和衍射

方位角角色散的理论分析和数值计算，阐明了当入

射波矢偏离光栅法线时，衍射光斑阵列发生畸变的

机理，并明确指出了引起衍射方位角角色散的突变、

导致衍射光斑阵列剧烈变化的条件，即当入射角满

足 $%&! ’ ( （!)"#）
* +（$ )"%）! *"时，衍射方位角

角色散将发生突变出现最大值 # 其次，又在非正交

坐标系下给出了交叉光栅的光栅方程，导出了它的

衍射极角和衍射方位角角色散公式的解析形式，并

进行了相应的讨论 # 至此二维平面光栅角色散公式

的完整解析形式被全部建立起来，此项工作具有理

论上的意义 # 在实际应用方面，对于光学系统而言，

二维周期结构衍射光斑阵列分布的变化不仅意味着

其色散特性在发生着变化，而且将连带着光斑强度

的均匀性、分辨率等性能的改变，有了二维平面光栅

角色散公式的完整解析形式及其分析方法，为进一

步的研究打下了一定的基础 # 还有，以晶体和量子

点的 ,-.，/00.，-100. 为例，或许利用二维平面

光栅的衍射极角、衍射方位角及角色散公式，可以检

验、分析和解释晶体的点阵结构及晶体的生长过程，

甚至可能会由此寻找到表征晶体结构的新途径 # 从

测量技术角度看，建立在非正交坐标系上的交叉光

栅的数学式与建立在直角坐标系上的正交光栅的数

学式具有等效性，坐标轴的倾斜不会带来具体操作

的不便，因为二者的计量基准一致，都是以 #&’ 平面

（亦即 #2 &#3平面）、%&’ 平面（亦即 %&#3 平面）和 ’ 轴

（亦即 #3轴）为零起点 # 由本文给出的二维平面光栅

的角色散公式可以看出，它们与光栅槽深、占空比和

光栅槽形面形无关，因此适用于所有的二维衍射光

栅，而且也不涉及入射波的偏振态 #
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