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板球系统的非线性自适应控制 
王红睿，田彦涛，隋  振，孙瑞东 

（吉林大学通信工程学院，长春 130022） 

摘  要：针对球半径、球质量、球转动惯量未知的板球系统，提出了其非线性自适应控制方法。

建立了包括球板间摩擦、传动机构、步进电机等环节的板球系统数学模型。结合 Lyapunov 稳定性

理论设计了非线性位置控制器和非线性自适应位置控制器。提出的控制方法经过了仿真验证。跟踪

控制结果表明与模糊控制相比，非线性自适应控制方法提高了板球系统的控制精度。 
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Nonlinear Adaptive Control for Ball and Plate System 
WANG Hong-rui, TIAN Yan-tao, SUI Zhen, SUN Rui-dong 

(School of Communication Engineering, Jilin University, Changchun 130022, China) 

Abstract: Nonlinear adaptive control method for ball and plate system was proposed while radius of the ball, mass of the 
ball and inertia of the ball are unknown. Mathematical model of the ball and plate system was built including friction 
between the ball and plate, transmission sets and step motors. Nonlinear position controller and nonlinear adaptive position 
controller was designed based on Lyapunov stability theory. The proposed control methods were evaluated by simulations. 
Simulation results indicate that nonlinear adaptive control method improves control precision for the ball and plate system, 
compared with fuzzy control method. 
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引  言1 

板球系统是球杆系统的二维扩展，其执行器的数目小于

系统自由度的数目。板球系统的控制包括镇定控制和跟踪控

制。由于球 X 和 Y 方向的运动耦合作用，和球杆系统相比

板球系统的控制更为复杂。尤其在高速的跟踪控制中，系统

表现出的较强非线性给控制器设计带来了挑战。文献[2]的根

轨迹方法仅适用于镇定控制，但难以用在跟踪控制中。文献

[3]的模糊控制方法由于未考虑板球系统模型，控制精度有

限。文献[4]采用了滑模控制方法，系统中大部分的非线性项

被忽略了。文献[5]的反步设计法，在控制器设计中没有考虑

板球间的摩擦、球 X 和 Y 方向的运动耦合作用。一方面，

上述方法在控制器设计中仅考虑了系统的简化模型，未建立

包括球在平板上运动、球板间摩擦、传动机构、电机动态等

环节的较完整系统模型[1-5]。以简化系统模型来设计控制器

可能导致控制精度下降。另一方面，基于系统模型的控制方

法均假设球的半径、球的质量、球的转动惯量是已知的，未

考虑球参数的不确定性[4,5]。虽然模糊控制方法可回避球参

数的不确定性问题，但其控制精度较差。当球的参数未知时，
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如何在基于系统模型的控制器设计中去除球参数的不确定

性影响还是一个有待解决的问题。建立包括球在平板上运

动、球板间摩擦、传动机构、电机动态等环节的系统模型，

并由此模型来设计控制器对缩小仿真系统和实际系统的差

距、提高控制精度具有重要意义。 

为提高板球系统跟踪控制的精度，分析了球在平板上运

动、球板间摩擦、传动机构、电机动态等环节的特性，建立

了包括上述各环节的较为完整的板球系统的非线性模型，开

发了板球系统的仿真平台。当球的半径、质量、转动惯量已

知时，由 Lyapunov 直接方法设计了位置控制器；当球的半

径、质量、转动惯量均未知时，提出了板球系统非线性自适应

控制器的设计方法。最后由仿真检验了提出方法的有效性。 

1  板球系统的模型 

板球系统 BPVS-JLU I[3]的控制结构见图 1。板球系统的

控制器采用双反馈环结构，分为位置控制器和伺服控制器
[3]。平板的期望倾角由位置控制器决定；伺服控制器则拖动 

 

图 1  板球系统的控制原理 
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平板到期望的倾角。伺服控制系统由两相混合式步进电机及

其驱动器、蜗杆传动装置等部件组成。系统模型可分为球在

平板上运动、球板间摩擦、传动机构、步进电机等环节。 

1.1 球在平板上运动的模型 

图 2 为系统的坐标示意图。假设球和板始终接触，忽略

球绕 z 轴的旋转运动，且球在平板上始终滚动，而没有滑动。

球和平板组成的质点系共有 4 个自由度。选取球 X 方向上

的位移 x (m)、球 Y 方向上的位移 y (m)、平板 X 轴与水平面

的倾斜角 α (rad)、平板 Y 轴与水平面的倾斜角 β (rad)为广义

坐标。球的质量、半径、转动惯量分别为 m、r、Ib，重力加

速度为 g。平板绕其 X 轴及 Y 轴的转动惯量分别为 Ipx及 Ipy。

由虚功原理计算广义力或者广义力矩[3]。广义坐标 x 对应的

广义力 Qx，y 对应的广义力 Qy分别为 
sin( )x xQ mg fα= − +  (1) 
sin( )y yQ mg fβ= − +  (2) 

其中 fx (N)和 fy (N) 分别为球在板 X 方向和 Y 方向受到的摩

擦力[6]。广义坐标 α 对应的广义力矩 Qα和广义坐标 β 对应

的广义力矩 Qβ分别为 
cosxQ mgxα τ α= −  (3) 
cosyQ mgyβ τ β= −  (4) 

其中 τx是驱动平板绕其 Y 轴旋转的力矩，τy是驱动平板绕其

X 轴旋转的力矩。 

 

 

图 2  板球系统的坐标 

由拉格朗日方程，得到板球系统的动力学方程组为 
2 2( / ) sin 0b xm I r x mx my mg fα αβ α+ − − + − =  (5a) 
2 2( / ) sin 0b ym I r y my mx mg fβ αβ β+ − − + − =  (5b) 
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选取系统的状态变量如下 

[ , , , ,  , , , ]Tx x y yα α β β=x  

由系式(5)，得到系统的状态方程 
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其中 k 是和球相关的常数，kr 为时变量。球 X 和 Y 方向的

运动耦合项分别为 4 5 8x x x 和 1 4 8x x x  
2

2
b

mrk
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=
+

 (7) 

2 2
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1.2 球板间的摩擦 

将摩擦力作为额外的状态变量，在扩展的状态空间中以

观测器来估计摩擦力[6]。选择扩展系统的状态变量如下 

[ , ,  , , , ,  ,  ]T
x x y yx x y y f f f f=s  

假设球在平板上始终滚动而没有滑动，球板间的摩擦力

变化缓慢并满足一定阶次的随机散步模型[6]，由式(5a) (5b)
得到扩展系统的状态方程为 
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其中的参数为 
2

2
b
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mr I

=
+

 (10) 

sinxu g α=  (11) 
sinyu g β=  (12) 

针对系统(9)构造扩展Kalman滤波器可估计变化较为缓

慢的摩擦。关于摩擦观测器的更多细节见文献[6]。 

1.3 步进电机的模型 

假设步进电机的步距角恒定且其不超载运行，则有 
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其中 θ为转子齿中心线与水平面的夹角，θb为步进电机的步

距角，p(n)为时刻 n 发送给步进电机的脉冲数。 
假设两相混合式步进电机定子和转子的气隙均匀，定子

轭部和极身的磁导无穷大。忽略涡流、磁滞、磁场饱和的影

响及永磁体回路、定子极间和端部的漏磁[7]。两相混合式步

进电机产生的电磁转矩 Tm为
[7] 

1

0

4 2sin( )sin( )
3 3 4
s m r

m r
N z IT z t

kσ
π πθ ω ϕΦ Λ

= − + +
Λ

 (14) 

其中 Ns为步进电机定子单极上的绕组匝数，Φm为磁钢磁通，

Λ1为气隙磁导的基波分量幅值，zr 为转子齿数，I 为步进电

机单相驱动电流的有效值，Λ0 为气隙磁导的恒定分量，kσ
为漏磁系数，ω为驱动电流的角速度，φ为相角。 

1.4 传动机构的模型 

X 方向和 Y 方向的传动机构采用相同的蜗杆传动装置。

由于蜗杆传动装置存在间隙，其输出转矩受到迟滞非线性的

影响[8]。仅以 X 方向的蜗杆装置说明。忽略电机轴及传动装

置的摩擦转矩，X 方向蜗杆传动装置的输出转矩，即驱动平

板绕其 Y 轴旋转的力矩 τx的连续时间域表达式为 

    if 0,   

    if 0,  

0            otherwise

x
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其中 mx为 X 方向蜗杆装置的传动比，Tmx 为 X 方向步进电

机的电磁转矩，Tmx 的特性见式(14)，θx 为 X 方向步进电机

转子齿中心线与水平面的夹角，br 为蜗杆装置的右间隙，bl

为蜗杆装置的左间隙，θxd为 X 方向蜗杆装置从动部分旋转

角度，θxd动态方程为[8] 
1     if 0  or
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其中 ( , )g tτ 为 
( , ) ( )( )rx lxg t t b bτ δ τ= − −  (17) 

其中 ( )tδ 为 Dirac 函数。同理，τy的连续域时间表达式为 

    if 0,  

    if 0,  

0            otherwise
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其中 my为 Y 方向蜗杆装置的传动比，Tmy为 Y 方向步进电机的

电磁转矩, θy为Y 方向步进电机转子齿中心线与水平面的夹角。 

2  系统控制器设计 

和文献[1]的球杆系统及文献[5]的板球系统控制方法类

似，利用平板角速度等信息来设计状态反馈控制器。目的是

使球的位移 x、y 分别跟踪参考信号 xr、yr。 

假设 1 参考信号 xr、yr 及两者的一阶时间导数、二阶时

间导数均为已知的、连续的、有界的。 

以球 X 及 Y 方向的平均位置偏差 xe、ye来描述系统在

时间段[t1,t2]内 X 及 Y 方向轨迹跟踪控制的精度。 
2

12 1

1 ( ) ( )dt
t

e r
t

x x t x t
t t

= −
− ∫  (19) 

2

12 1

1 ( ) ( )dt
t

e r
t

y y t y t
t t

= −
− ∫  (20) 

2.1 球参数已知时的位置控制器设计 

若球的半径、质量、转动惯量均已知，则参数 k，p 是

确定的。选取球在平板上运动的系统控制 Lyapunov 函数为 

2 2
1 2

2 2
3 4

1 1( ) ( )
2 2
1 1( ) ( )
2 2

r r

r r

V c x x c x x

c y y c y y

= − + − +

− + −  (21)
 

其中 c1、c2、c3、c4为大于 0 的待设计参数。 

系统控制 Lyapunov 函数 V 的时间导数为 
2

2 2 1

2
2 2 4 4

3 4 4

( )[ ( ) ( )

] ( )[ ( )
( ) ]

r x r

r x r y

r r y

V x x c k x y c pf c x x

c x c ku y y c k y x c pf
c y y c y c ku

α αβ

β αβ

= − + + + − −

− + − + + +

− − −  (22)

 

引入辅助的切换变量 sx、sy 

x rs x x= −  (23) 

y rs y y= −  (24) 

为保证 Lyapunov 函数时间导数的负定性或半负定性，

并且确保系统在有限的时间内趋近切换平面 sx = 0、sy = 0，

选取反馈控制律 ux、uy如下 
1 2

2 2
( ) sign( )x r x

x r x
c pf xu x x x y s

c k k k c k
λα αβ= − + + + − +  (25) 

3 2

4 4
( ) sign( )y yr

y r y
pfc yu y y y x s

c k k k c k
λ

β αβ= − + + + − + (26) 

其中 λx、λy是大于 0 的待设计参数，sign 为符号函数。不合

适地选取 c1、c2、λx、λy 等参数可能会使控制量出现较长时

间的饱和，导致系统失去稳定，使下列不等式成立 
,   x yu g u g≥ ≥  (27) 

平板倾角 α、β的期望角度 αr、βr 分别为 
arcsin( / )r xu gα =  (28) 
arcsin( / )r yu gβ =  (29) 

定理 1 若参数 k、p 及球板间的摩擦力 fx、fy 均已知，

并假设平板到达期望的角度 αr、βr，采用反馈控制律式(25) 

(26)，并合理选择参数 c1、c2、c3、c4、λx、λy，则闭环系统

是全局一致稳定的。 
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证明：由反馈控制律式(25) (26)，闭环系统 Lyapunov

函数 V 的时间导数式(22)变为 

22

sign( ) sign( )x x x y y y

x x y y

V s s s s

s s

λ λ

λ λ

= − −

= − −  (30)
 

选取参数 λ0使之满足 
0 min{ , }x yλ λ λ=  (31) 

则式(30)变为 
22

0 ( ) 0x yV s sλ≤ − + ≤  (32) 

则由 Lasalle-Yoshizawa 定理[9]可知当 t→∞时，闭环系统在

( , , , ) 0r r r rx x x x y y y y− − − − = 处具有一个平衡点，且平衡

点是全局一致稳定的，则闭环系统是全局一致稳定的。证毕。 

2.2 球参数未知时的位置控制器设计 

考虑球的质量、半径、转动惯量全部未知的情况。当球

的部分参数已知时，简化下面的位置控制器设计即可。 

假设 2 球的质量、半径、转动惯量均未知。 

由于和球相关的参数 k、p 都是不确定的，重新选择系

统的控制 Lyapunov 函数 

2 2 2
1 2 3

2 2 2
4
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η η

= − + − + − +

− + − + −  (33)
 

其中 k̂ 、 p̂ 为参数 k、p 的估计值；η1、η2 分别为参数估计

增益，η1 > 0，η2 > 0。Lyapunov 函数 V 的时间导数为 
2

2 2 1 2

2
2 4 4

3 4 4
1 2

( )[ ( ) ( )

] ( )[ ( )
1 1ˆ ˆ( ) ]

r x r r

x r y

r r y

V x x c k x y c pf c x x c x

c ku y y c k y x c pf

c y y c y c ku kk pp

α αβ

β αβ

η η

= − + + + − − −

+ − + + +

− − − − −

 

(34)

 

k 、 p 分别为参数 k、p 的估计偏差 
ˆk k k= −  (35) 
ˆp p p= −  (36) 

假设 3 在参数估计的过程中， k̂ 始终不为 0。 

选取反馈控制律 ux、uy及参数 k、p 的自适应律分别为 
1 2

2 2

ˆ
( ) sign( )ˆ ˆ ˆ ˆ

x r x
x r x

c pf xu x x x y s
c k k k c k

λα αβ= − + + + − + (37) 

3 2

4 4

ˆ
( ) sign( )ˆ ˆ ˆ ˆ

y yr
y r y

pfc yu y y y x s
c k k k c k

λ
β αβ= − + + + − + (38) 

2
1 2

2
1 4

ˆˆ ( )ˆ
ˆ

( )ˆ

x
x x

y
y y

pfk c s x y u
k
pf

c s y x u
k

η α αβ

η β αβ

= + + − +

+ + −  (39)
 

2 2 2 4ˆ x x y yp c f s c f sη η= +  (40) 

在上述待设计参数中，改变 λx、λy可改变系统运动点趋

近切换平面 sx = 0、sy = 0 的速率。λx、λy越小，则趋近切换

平面的速度越慢；λx、λy越大，则趋近切换平面的速度越快，

但系统的抖颤效应也越明显。选择 λx、λy要同时考虑系统趋

近切换平面的速率和抖颤效应给系统的冲击。调整参数 c1、

c2可改变对位置偏差的重视程度。c1/c2越大，由位置偏差产

生的控制量越大。参数 c3、c4和参数 c1、c2的作用相同。 

定理 2 若球板间的摩擦力 fx、fy已知，并假设平板总能

到达期望的角度 αr、βr 且估计值 k̂ 始终不为 0，采用反馈控

制律如式(37)(38)，选取参数 k、p 的自适应律如式(39)(40)，

并合理选择参数 c1、c2、c3、c4、λx、λy、η1、η2，则闭环系

统是全局一致稳定的。 

证明：若合理选择 c1、λx等参数保证控制量不出现式(27)

的饱和情况，由反馈控制律式(37)(38)、参数 k、p 的自适应

律式(39)(40)，则沿着式(6)的运动轨迹闭环系统 Lyapunov

函数 V 的时间导数变为 
22 2

2

2
4

1

ˆ
[ ( )ˆ

ˆ 1 ˆ( ) ]ˆ

x
x x y y x x

y
y y

pfV s s c s x y u
k

pf
c s y x u k k

k

λ λ η α αβ

η β αβ
η

= − − + + + − +

+ + − − +
 

22
2 4

2

ˆ
( )x x y y x x y y

pc f s c f s p s sλ λ
η

+ − = − −  (41) 

选取参数 λ使之满足 
min{ , }x yλ λ λ=  (42) 

则有 
22( ) 0x yV s sλ≤ − + ≤  (43) 

根据 Lasalle-Yoshizawa 定理[9]可知当 t→∞时，闭环系统

在 ˆ ˆ( , , , , , ) 0r r r rx x x x y y y y k k p p− − − − − − = 处具有一个全

局一致稳定的平衡点，则说明闭环系统是全局一致稳定的。

并且当 t→∞时有 
lim ( ) 0,lim ( ) 0x y
t t

s t s t
→∞ →∞

= =  (44) 

证毕。 

2.3 伺服控制器的设计 

伺服控制器采用 PD 控制结构。以平板 X 轴和水平面的

倾角 α来说明伺服控制器设计。输入为平板倾角 α的角度偏

差，输出为发送到步进电机的脉冲个数。 
( ) ( 1)( ) ( )p d

s

e n e np n k e n k
t

α α
α α

− −
= +  (45) 

其中 eα(n)为 n 时刻平板倾角 α的角度偏差，kp为比例常数，

kd为微分常数，ts 为采样时间。 
( ) ( ) ( )re n n nα α α= −  (46) 

由式(13)(14)(45)，可将角度伺服控制器和步进电机联系

起来，模拟步进电机的动态过程。类似地可得到平板倾角 β
的角度伺服控制器 

( ) ( 1)
( ) ( )p d

s

e n e n
p n k e n k

t
β β

β β
− −

= +  (47) 

其中 eβ(n)为 n 时刻平板倾角 β的角度偏差 
( ) ( ) ( )re n n nβ β β= −  (48) 

3  仿真 

待跟踪轨迹为半径 150 mm的圆。圆心和板的中心重合。
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球的参考跟踪速度恒定，为 9 mm/s。球初始点坐标为(-150, 0) 

(mm)。球的质量 m=0.263 kg，半径 r=0.02 m，转动惯量

Ib=4.208 10-5 kg ⋅ m2，重力加速度 g = 9.8 m/s2。平板绕其 X

轴及 Y 轴的转动惯量分别为 Ipx=1.86 kg ⋅ m2，Ipy=1.05 

kg ⋅ m2。步进电机的参数为，Ns = 50，Φm = 0.002 Wb，Λ1 = 

1.54 10-7 H，zr = 100，I = 5 A，Λ0= 7.16 10-7 H，kσ = 1.4，ω 

= 62.83 rad/s。蜗杆传动装置的传动比 mx = 5，左间隙 bl= 

-1.12×10-6 rad，右间隙 bl = 1.12×10-6 rad。伺服控制器的参数

为 kp = 200、kd = 3。 

仿真中加入的球板间摩擦力的模型如下[6] 
cos sgn( )x sxf mg xµ α= − ⋅  (49) 
cos sgn( )y syf mg yµ β= − ⋅  (50) 

其中 µsx和 µsy分别为 X 方向及 Y 方向的球板间摩擦系数，µsx 

= 0.0005, µsy= 0.0005。 

仿真在 Simulink 平台完成。球在平板上的运动见式(6)，

步进电机的动态见式(13)(14)，传动机构的特性见式(15)(16)

等，这 3 个环节及摩擦观测器、位置控制器均由 s 函数封装。

采用非线性自适应控制方法时，仿真系统的 Simulink 结构

图见图 3。为贴近工程实际，在仿真中加入了测量噪声。式

(6)中系统状态变量的测量值都受到了功率为 0.0005 W 的随

机白噪声的干扰。包括作为位置控制器输入的反馈信号等都

受到了随机白噪声的作用。 

 

图 3  板球系统仿真平台 Simulink 结构图 

当球的参数已知时，以第 2.1 节中的方法 Lyapunov 直

接方法构造位置控制器，采用非线性观测器[6]获得的摩擦力

估计见图 4，仿真结果见图 5，球 X 方向和 Y 方向平均位置

偏差分别为 0.02 mm和 0.03 mm。待设计参数分别为 c1 = 20、

c2 = 0.2、c3 = 20、c4 = 0.2、λx = 5、λy = 5。为减小切换对系

统的冲击，在适当的边界层 w 内以饱和函数 sat 来代替符号

函数 sign[9]，选取边界层 w= 0.5。 
1     

sat( )     

1    

x

x
x x

x

s w
ss s w
w

s w

+ >⎧
⎪⎪= ≤⎨
⎪
− < −⎪⎩

 (51) 

 

图 4  摩擦力估计 

 

图 5  球参数已知时应用 Lyapunov 直接法的仿真结果 

再考虑球半径、转动惯量、质量均未知的情况。若采用

第 2.2 节中的非线性自适应控制方法，仿真结果见图 6，球

X 方向和 Y 方向平均位置偏差分别为 0.07 mm 和 0.07 mm。

待设计参数为 c1 = 20、c2 = 0.2、c3 = 20、c4 = 0.2、λx = 5、λy 

= 5。同样采取式(51)的饱和函数来代替符号函数，边界层

w= 0.5。自适应估计增益分别为 η1 = 1000、η2 = 200。未知

参数初值为 ˆ ˆ(0) 1, 2k p= = 。若采用模糊控制方法，仿真结果

见图 7，球 X 方向和 Y 方向平均位置偏差分别为 4.52 mm

和 4.48 mm。模糊控制器的设计细节见文献[3]。 

 

图 6  球参数未知时应用非线性自适应控制的仿真结果 
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图 7  球参数未知时应用模糊控制的仿真结果 

由仿真结果，当球的参数已知时，由于 Lyapunov 直接

方法较完全地去除了系统非线性，应用此方法可获得较小的

平均位置偏差；球参数未知时，难以应用这种方法。非线性

自适应控制方法则解决了球半径、质量、转动惯量未知时的

控制问题。模糊控制方法虽没有要求球的精确参数，但其平

均位置偏差较大。由于模糊控制器未考虑系统的模型，在大

多数情况下，只有当球的位置偏差存在并保持一定幅度时，

模糊控制器才能使球克服摩擦力等非线性来跟踪给定的轨

迹。这样导致采用模糊控制器时系统产生了较大的位置偏

差。当球参数变化时，调整模糊逻辑可能还需要较长的时间。

和模糊控制相比，非线性自适应控制器考虑了球 X 和 Y 方

向的运动耦合作用、摩擦等因素，有效地去除了球板间的摩

擦等非线性，提高了系统的控制精度。 

4  结论 

板球系统包括了球在平板上运动、球板间摩擦、传动结

构迟滞等一系列非线性环节。在高速跟踪任务中，系统非线

性和运动耦合作用给跟踪控制带来了挑战。为提高系统控制

精度，建立了包括球在板上运动、球板间摩擦、传动机构迟

滞非线性、步进电机动态等环节的系统模型，开发了系统仿

真平台。仿真平台缩小了仿真系统和实际系统的差距，有利

于系统的分析及综合设计。当球的半径、质量、转动惯量等

参数均未知时，结合 Lyapunov 稳定性理论，提出了板球系

统非线性自适应控制器的设计方法。推导了未知参数的自适

应律并分析了其收敛性。与模糊控制器相比，采用非线性自

适应控制方法提高了板球系统的跟踪控制精度。 
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