
李耀彬，曾祥斌，沈铖武：基于抛物线插值的正弦波拟合算法 2009,30 (11) 2793

0 引 言

给定一组有序数据点，这些点可以是从实际生产中测出

的，也可以是设计员给出，要求一条曲线通过这些数据点，称

为对这些数据点进行插值，所构造的曲线称为插值曲线。在

某些情况下，测量所得或设计员给出的数据本身就很粗糙，

要求构造一条曲线通过这些数据点就没有什么意义。更合

理的提法应是构造一条曲线使之在某种意义下最为接近给

定的数据点，称之为对这些数据点进行逼近，所构造的曲线

称为逼近曲线 [1]。

在工程设计中常常需要用曲线按一定要求逼近一系列实

测的有序数据点，而这些离散的有序数据点由于各种因素的

影响存在误差，因此反映这些实验数据的曲线或曲面不必通

过每一点，常采用拟合方法对这些离散点进行逼近，其中最小

二乘拟合是较常用的方法[1-2]。

在实际应用中，有些场合需要尽可能利用原始数据点，而

且对拟合计算精度要求也较高，这时单单使用最小二乘法就

不能满足数据处理的要求了。本文就基于这种情况，提出了

通过抛物线插值增加数据量后采用最小二乘正弦曲线拟合的

方法。该方法先将序列数据按一定规则进行抛物线拟合，然

后根据抛物线拟合特点，按照处理要求进行细化取值，最后对

细化的取值进行最小二乘拟合，求出正弦曲线参数。

1 最小二乘法拟合原理

设有 n+1个相异点 (x0,y0),(x1,y1),⋯(xn,yn)求一个 m(m<n)次

多项式 P(x)，使它在 xi点上取值尽量接 yi(i=0,1,⋯,n)。

设所求多项式为

= 0+ 1 + 2
2+ =

= 0

( < ) (1)

若令
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摘 要：为了合理利用原始采集数据并提高正弦波形数据拟合重构的精度，在最小二乘法原理的基础上，提出了抛物线拟

合细分最小二乘法拟合正弦波形的方法。根据所采集数据点的特点，将数据进行分段抛物线插值细分。按照数据间抛物线

变化趋势增加拟合数据量，然后对细分后的数据进行最小二乘拟合得到正弦曲线的参数。通过软件算法仿真并进行了实验

数据处理，结果表明，该算法合理利用了所采集的数据，可使正弦波形参数的相位估计重复精度从最小二乘的 -4.555×10-4提

高到 1.367×10-4。
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Abstract：In order to make rationally use of the original data and improve the data fitting precision of the sine waveform, the method of

the parabola and least square sine waveform fitting is presented based on the least square method. According to the character of the col-

lected data, the parabola interpolation subdivision is carried out based the continuous serial points divided by some demand. According

to the change trend of data, the least square fitting is carried out after the parabola subdivision. The experiment data are processed based

on the software program after emulating. The result shows that the algorithm reasonably makes use of the gathered data and enhances ef-

fectively the precision of the parameter of the sine waveform after the curve fitting. And comparing by the only least square method, the

precision of phase is improved from -4.555×10-4 to 1.367×10-4 for data in the actual experiment.
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亦即

= 0

= ( = 0,1,⋯, ) (3)

由于曲线 P(x)不一定会通过所有点 P(xi,yi)，故 Ri(i=0,1,⋯,

n)不会全为零值。为了使 Ri(i=0,1,⋯,n)达到最小，还能保证所

求的偏差和不相互抵消，便于分析，使用偏差平方和的最小值

作为讨论分析条件，即

=
= 0

2 =
= 0 = 0

2

= 0, 1,⋯, (4)

当 达到最小值时，即保证了所拟合多项式的偏差的绝对

值也最小。这种利用偏差的平方和最小为条件选择 0, 1,⋯,

的方法即为最小二乘法 [2]。

由微分学知道，使 0, 1,⋯, 达到最小的 0, 1,⋯, 满足

必要条件

= 2
= 0

= 0 ( = 0,1,⋯, ) (5)

或写成如下正规方程
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方程组 (6) 的解是惟一存在的；方程组 (6) 的解 可使得

0, 1,⋯, 达到最小值。由方程组(6)解得 ，可以得到拟合多

项式 ，把 代回 即可得到拟合值。

2 正弦曲线拟合

本论文涉及的正弦曲线拟合步骤主要分为两部分：先将

数据点依次按照相邻 3点进行抛物线拟合，拟合后对数据点

间进行插值细分，再将细分后的数据进行最小二乘拟合求得

正弦曲线的参数。

2.1 抛物线插值

抛物线拟合就是利用抛物线作为基本曲线，通过一定的

数学方法，把一组离散的数据点用一条复合的二次曲线光滑

地连接起来。

抛物线拟合的基本原理是通过 3点可以确定惟一的一条

抛物线 [6]。若设抛物线方程为

y = ax2+bx+c (8)

表达式中的 3系数 a、b和 c是未知的，所以只要确定该 3

系数的值，则抛物线就能惟一确定。假定给定的 3样本点的

坐标为 P1(x1,y1)，P2(x2,y2)和 P3(x3,y3)，则由 3点 P1、P2、P3求出抛物

线方程 y=ax2+bx+c 中 a、b、c的值，分别为

=
1 3 1 2 1 2 1 3

1 2 1 3 2 3

(9)

=
1 2

2
1

2
2

1 2

(10)

= 1
2
1 1 (11)

即可确定过 P1、P2、P3这 3点的抛物线。

给定一组样本点 P1(x1,y1),P2(x2,y2),⋯,Pn(xn,yn)，按顺序每次

取 3进行最小二乘抛物线拟合，每相邻 3点可以确定一段抛

物曲线。保留 P1到 P2这一段抛物线，然后再向后移动一个点，

再以 P2、P3、P4这 3点形成一条新的抛物线，保留 P2到 P3这一

段，以此类推，我们可以得到后续的各段曲线。但全部 n个数

据点，总共只能产生 n-1个曲线段。若每次取前两点画所拟合

的抛物线，则还有最后两个点之间的曲线无法确定；若每次取

最后两点画出所拟合的抛物线，则最初的 3点所拟合的抛物

线中前两点之间的线段没有确定。

两端曲线无法确定的原因在于缺乏所要求的连续相邻 3

点来拟合出所需的抛物线。解决问题的方法就是想办法补足

3点，或者在数据条件及精度要求允许的情况下，直接利用开

始及其最后所拟合的抛物线确定所缺的曲线段 [7]。所谓补足

3点，即在 P1前补一点 P0，或在 Pn后补一点 Pn+1，以使首、尾两

端具备有相邻点的条件：P0、P1、P2和Pn-1、Pn、Pn+1，从而可产生P1P2

曲线段和 Pn-1 Pn曲线段。所谓直接画出，就是根据相邻 3点 P1、

P2、P3和Pn-2、Pn-1、Pn拟合出的每个抛物线直接画出曲线：当每次

取前两点画所拟合的抛物线时，需要直接画出最后 3点所拟

合抛物线在点Pn-2与点Pn区间之间的所有曲线即可；当每次取

后两点画所拟合的抛物线时，需要在开始拟合的抛物线中画

出 P1到 P3区间之间的所有曲线即可
[3-5]。

2.2 改进最小二乘正弦波拟合

当实验中可以获得每个采样值的位置量时，就相当于已

知采样的角频率。通过研究知道 [7-9]，对已知频率，关于幅度、

相位和直流分量的三参数正弦波曲线拟合是一种闭合的线性

过程，绝对收敛 [6-10]。

最小二乘曲线拟合方法是拟合正弦曲线的一种常用方法，

它是一种可以获得正弦波波形参数和最小残差平方和的方法。

假设理想的正弦信号为

= 0 cos 2 + 0 sin 2 + 0

= 0 cos 2 + 0 + 0 (12)

数据记录序列为时刻 t1、t2，⋯，tn的采集样本 y1、y2，⋯，yn，

采样速率 已知时，采样间隔为 t，ti = i× t=i/ ,(i = 1,2,⋯,n)，数

字角频率 = 2 f/ ，则上面的公式可变成下列离散形式

= 0 cos + 0 sin + 0

= 0 cos + 0 + 0 (13)

正弦参数波形曲线拟合过程，当已知数据信号的采样频

率，即为信号的数字角频率已知，选取 A、B、D，使下式所述残

差平方和最小

=
= 1

cos sin 2 (14)

则参数 A、B、D即为 A0、B0、D0的最小二乘拟合值。为寻找出

A、B、D，构造矩阵

=

cos 1

cos 2

⋯

cos

sin 1

sin 2

⋯

sin

1

1

⋯

1

; =

1

1

⋯
; 0 = (15)

则残差可表示为
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= = 0
T

0 (16)

当式(4)~(15)最小时可得 x0的最小二乘

<

0

0 = ( T ) 1( T ) (17)

拟合函数为

<

= cos + sin + (18)

其幅度和相位表达式为

<

= cos + + (19)

即可得到幅值和相位的表达式为

= 2+ 2 (20)

= arctan ( ) (21)

3 拟合算法

3.1 算法流程

根据抛物线拟合理论和最小

二乘方法，提出了该算法原理，其

算法流程如图 1所示。

数据读入程序后，就根据数据

的数量进行抛物线拟合，然后将拟合

点间的曲线细分取值，细分后根据系

统要求判断是否满足细分条件，不满

足重新细分，直至满足条件，然后再

继续程序进行细化的最小二乘拟合，

得到拟合后所需要的正弦参数并输

出，即可得到正弦波形及其数据。

3.2 Matlab软件仿真

据拟合思想及算法流程利用

Matlab软件编写了相关算法，并按照

算法对一组给定数据进行了仿真实

验[11]。根据实验方案，正弦信号经直

流滤波后，只留下交流分量，在频率

已知的情况下，只对位相和幅值两

个未知正弦参数进行拟合就可以了。在仿真实验中所采用的理

论输入正弦函数表达式为 f=2sin(2x+ /3)+1。给定一组 101个对

应(x,f)的采样数据序列数进行拟合计算。经过最小二乘拟合之

后的正弦曲线，曲线整体平滑，与理论曲线极其相近。计算其

误差如表 1所示。

从表 1中的仿真结果可以看出，经过最小二乘法拟合之

后的正弦曲线参数值与直接数据拟合相比，幅值误差稍提高

不多，但相位误差提高很多，误差达到了 10-5以下，对于正弦参

数的数据处理来说，幅值足可以满足其精度需求，相位精度则

得到了很大提高。

3.3 实验结果分析

用该算法对 6组实验采集数据进行处理。该 6组数据为

同一状态环境下不同时间实验采集到的 6组数据，其理论曲

线为一正弦曲线。传感器在旋转转台上旋转一周，将不同位

置采集到的离散数据点与位置点对应进行拟合，并求出正弦

曲线的参数，这里主要考虑相位参数。如表 2所示。

由实验结果比较分

析可以看出，经过抛物线

细分后的最小二乘方法有

效利用了原始数据的特

点，在多次测量时通过数

据变化规律增加数据点有

效减小了测量过程中的随

机干扰，可更为精确的求

出正弦参数中的相位。

4 结束语

为了提高正弦曲线数据拟合与处理的精度，本文在抛物

线拟合和最小二乘拟合法的基础上，提出了抛物线—最小二

乘正弦曲线拟合法。该方法按照数据序列的先后，顺序以每

一数据点为首连续取 3个点进行局部抛物线拟合，依照抛物

线拟合函数式对所采集数据 (仿真为给定的数据)拟合公式所

用的前两点进行细分插值，将细分后的数据序列利用最小二

乘拟合法按照系统要求进行高精度拟合求出正弦曲线参数，

适用于相位精度要求较高的场合。通过 Matlab仿真试验和实

验数据分析，该方法有效利用了原始数据，并提高了正弦曲线

参数拟合的精度和局部数据处理的精度，在实验中验证可使相

位估计重复精度从最小二乘的 4.555×10-4提高到 1.367×10-4。
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图 1 算法程序流程

结束

计算输出正弦参数

细化值

最小二乘拟合

Y

N
满足细分条件

细分取值

抛物线拟合

读取数据

程序初始化

开始

表 1 仿真拟合误差比较

直接拟合值 抛物线二乘拟合值

幅值 A
计算值

误差

1.999 947 97

0.000 061 70

2.000 061 70

0.000 052 03

相位
计算值

误差

1.047 331 174

0.000 133 622

1.047 211 3

0.000 013 81

表 2 实验结果比较

最小二乘 抛物线最小二乘

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

均值

方差

3.898 253

3.897 826

3.898 332

3.897 968

3.898 125

3.898 312

3.898 137

0.000 455 5

3.898 290

3.898 186

3.898 375

3.898 315

3.898 287

3.898 295

3.898 362

0.000 136 7


